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1 YBon

Y OCHOBU CBUX padyyHapCKUX IporpaMa Ce HaJjla3W Heka oOpaja mojaraka. Rako
je HepeTKo Opoj TuUX MOomaTaKa BEJHWK, IMOCTABJhA CE€ NMUTAKE: KAKO UX OPTaHU30-
Batu? OAroBop: CTPYKType MoOaTaka IpeacTaBbajy ypebeHe ckymoBe momaraka
HaJ KOjUM MOTY [a Ce BplIe Heke yTBpDheHe omeparyje npuMeHoM onpebheHux auro-
purama. OBaKO OIMCAHE Cy CBEIPUCYTHE y IporpaMupamy’, 6yayhiu na ome mory
6uT ¥ jeqHa NMPOMEHJPMBA HEKOI OCHOBHOI Tuna (6poj, 3HAK), ajau W pasHe Op-
TaHM30BaHE KOJIEKNUje ejgeMeHara (O] eJIEeMEHTOM Ce MOAPa3yMeBa IIPOMEHJLUBA
HEKOr mpocTujer tuna). Kako jenna cTpykTypa He MO:ke a8 e(PUKACHO OATOBOPU HA
cBaku ynut (OOUUYHO C€ MCIOCTABU Ja je MOCTYIAK HAJIAKEHA OANOBODA BPEMEHCKU
3axXTeBaH), jaBmba ce morpeba 3a 04aOUPOM CTPYKType MOJAATAKA y 3aBUCHOCTU O
3aaTKa — TavHUje, on omepanuja. lok ce CTPYKType momaTaka Me(pUHUITY U CBO-
juM oIlepamnujaMa M CBOJUM HMIIJIEMEHTAIjaMa, alCTPAKTHU TUIIOBU IOJATaKa
(nam amcTpakTHe CTPYKType MOINATAKA) Ce NeQUHUNLY WCKJBYYMBO CBOJUM OIle-
pamujama. Y oBoMm pany he butu oOpabeHe mMmmeMeHTAIMje U TIPUMEPU MPUMEHA
CTPYKTYypa IoJaTaka KOjuMa je 3ajeTHUYKO CBOjCTBO Oa MMAajy CTPYKTypy OuHa-
pHOr crabJa.

[Tojam crabama je crapuju om padyyHaApCTBA W MMa CBOj IMOYETAK y TEOPUjU
rpadoBa. Huje mo3HaTo kama cy ce IpBU IyT IpoydaBaia BUXOBA CBOjCTBA, AU
Ha3uB tree npsu xkopuctu Kejan? y csoM pany u3 1857. roaune. Jlok je yoGuuajena
U HajjeIHOCTABHUja MaTeMaTWUKa AehuHunuja crabia «HEyCMEPEH, alluKINJaH U1
moBe3aH rpa¢», oH Hehie OuTm on HapoywWTe KOPUCTU IPU M3PaIU OBUX CTPYK-
Typa IomaTaka, IIe je HeOMXOMHO YBECTU CBOjeBPCHY xujepapxujy mebhy momanmma
(mpumep MoTUBaNuje je momesia CEKTOPa HEKEe KOMIAHUje U CBe JOOPO KOHIUIIU-
pane mozesie (cauka 1), anu «mopomudHo crabiao» Huje mobpa aHajgoruja). 3arTo
ce HEKana KOPUCTU Ha3UB «KOpeHO cTabio» uiau «ypebheno crabmo». Pamu jen-
HOCTABHOCTU, OBAEe he ce 3a HBUX KOPUCTUTU CaMO Ha3uB «ctabao». [lakae, u3
CcBera OBOT cjeau na ce crtabia KOPUCTE KA MO je HEONXOMIHO MPEICTABUTU HEKY
BpCTy xujepapxuje MeDy KOMImoHeHTaMma, Koje Ha3mBaMO uBopoBuMa. OBaKBO He-
dopmasHO Objammeme yoyhyje Ha TO ma cTabiio joIr yBeK HE MOKE Ja Ce Ha30Be
CTPYKTYpPOM IOAaTaka, Beh caMo KOHIIEITOM, & €BEeHTYAJHO U AlCTPAKTHUM TUIIOM
[oIaTaKa.

’ Protista ‘ ’ Plantae ‘ Fungi

CaukaA 1: Cucremaruka sKuBOr cBeTa mo Boyasy

Bacteria

Eukarya

Animalia

ly [2] je maro cnemehe «uHTYHTHBHO» O0jammeme (ciaean OIpeBoOn):

Cmpyxmype nodamara cy Kamer Memensal PaAvyHapcrur aszopumama. Kowempyucamwe aszopumma
Jje nonym xoncpyucama zepade. .. a bu ce mo nocmuzno, Huje 0080HHO NOZHABAMU GYRKYUOKAAHOCT,
eduracrocm, gopmy u aenomy. Heonzoono je u demanno anamwe 0 mernurama usepadme. . . Ha ucmu navwun,
KOHCMPYUCAme aN2opumma mopa 0a 6yoe 3acHO8aH HG 0eMALHOM DAZYMEBAHY METHUKG CIMPYKMYPG No-
damaxa u yena.

Oso Tarobe niycrpyje u Hacuaos jenue kmure Bupra (Niklaus Wirth (1934-), msajuapcku uadop-
MmaTtuuap, nobutHur Tjypurrose marpame 1984. roaune, aytop mporpamckux jesuka Pascal, Oberon,
Modula. .. ): Algorithms + Data Structures = Programs.

2 Arthur Cayley (1821-1895), eHrsecku MaTeMaTUIap
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IIpu Tom ce mocebHO ncTuuy OMHaApHA cTabJia, rae je CBaKM YBOP Ha XuUjepap-
XUjCKU QUPEKTHO BUIIEM HUBOY O HajBUIIE ABa yBopa (cuauka 2).

Heka on 3HauajHux (He HysKHO OMHAPHUX) cTabaja U HEKe Ol HUXOBUX OCHOBHUX
IpUMeHa Cy HaBeIeHE:

CnuKA 2: Binary min-heap je mpumep OounapsOT cTabia

BunapHo ctabso mperpare. Omoryhiasa Op3y MaHUIYIAIU]y IOAANUMA AKO je
ped o omepanujaMa m0IaBamba HOBOT UBOpa y cTabiio, Opucama HEKOr TOCTO-
jeher uBopa crabna, onpebuBamy ma au ce UyBOp HaJsga3u y crabuay. [locTtoju
HEKOJIMKO CTPYKTypa MOomaTaka KOje pelraBajy oBaj MpobJeM aCUMITOTCKU
ontuMaiHO (cBe omepanuje mMajy BpemeHncky ciaosxkenoct O (logn), rme je n
6poj uBopoBa y cTabiy): mopex HAUBHOI OMHAPHOr cTabia mperpare, Ty Cy
u AVL crabno, red-black tree urn. Ilpumene cy MmHOrO6GpOjHE, a HEKAama CY Y
OCHOBU HEKUX IPyTrux crabaia.

Heap. Onmre nMme 3a untaBy GamMunnjy OmHapHUX cTabalia KOje BPIIEe Omepalmje
nojaBama HOBOT UBOpa, oapebuBama ekcTpemasHOr yBOpa (MUHUMYMA WK
MaKCUMyMa), 6pucama eKCTPEMAJIHOT YBOpa (CBe CTPYKType HoJaTaka Koje
OAroBapajy Ha OBaKBe yIUTE, HE HY;KHO cTabja, HA3UBAjy Ce€ IPUOPUTETHUM
penosuMa). [Ipu ToMe ce TeskM ma CBe oneparnuje UMajy BPEMEHCKY CIO0KEHOCT
O (logn), roe je n 6poj uUBOpPOBa, aaM y HAjjeAHOCTABHUjUM 3aJalMa je
onpebusame ekcrpemyma Tpusmujasna onepamuja ca O (1) ciaoskenomhy. Y3
cuTHe u3MeHe je moryhe edpuracHO Gpucame OMIO KOT YBOpa, aaud 3a4alud y
KOjUMa Ce yBOXE CJOMKeHUuje omepainuje (HIP. MOCTOJU HEKOJIUKO HE3ABUCHUX
crabaja Hal KOjuMa ce BPIIE OBe omepaluje, aju WX je Moryhe y jemHom
TPEHYTKY CIOJUTU y jeNHO) 3aXTeBajy Apyrauuje UMIJIEMEHTAIUje U HEKaIa
Mopajy ma xkprBYyjy O (1) cnoskenoct ompebuBama excrpemyma (HIp. Ou-
HoMHU heap). Ilpumene cy uecre, moceGHO y coprupamy (Heap sort), reopuju
rpadosa (JlajkcTpun anropurtam), CUMYJANUJA Y3POUHO-TIOCIEAAYHUX M-
ckperHux norabama y BpeMeHy (4ecTo y CIpe3d Ca TOIOJIOMKA COPTUPAHUM
yCMePEeHUM I'Pa(OBUMA) UT.

Komupame n komnpecuja. XapMaHOB KO, KOjU IPEICTAB/ba MOMYyJapaH HAYNH
KOMIIpecuje nonaraka 6e3 BUXOBOT I'yOUTKA, YECTO CE CIMKOBUTO IIPUKA3Yje
crabanma. Y oBoM pany he Outu najpe MOMEHYT U APUTMETUYKU KOI.

Baze momaraka. IIpe «mobene» penamuonor mozena 6a3a momaTaka, y3 MPEKHUA
Mozes je 610 momyaapal u X1ujepapXujCcku, KOju TUPEKTHO MOMKE Ha Ce MPUKa-
ke crabauma. lanac, B crabio u meMy ciamyHa ce NpUMEBY]y y KMILIe-
MEHTAIW]V WHIEKCHE apXUTEKType M HaJjla3e MPUMEHY Yy MOMyJapHUM peJia-
mmonuM Gasa nomaraka (Ha npumep, MySQL Gaze).

3anuc apUTMETHUYKAX m3pa3a. ApUTMETUYKM M3pa3u y CTaHIapaHO] (MHOUK-
CHOJ) HOTAIMjU MOTY Ja Ce IpeacTaBe y o6IMKy cTabia: XujepapXujcka CTpy-
KTypa omoryhaBa ma ce oapenu pemociaen KOjUM je HEOIMXOMHO BPIIUTHU Olle-
pauuje (ciauka 3).
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CumkA 3: Crabuo koje omrosapa muspasy 3-4+ (11 —5-6)

PYHKIMOHUCAK€ JIOTUYKUX IIPOTPAMCKUX je3uka. Kao mocienuiia mperxoHor,
U37Baja Ce MOCTYIaK M3PadYyHaBama OACOBOPA Y JIOTMUYKAM IPOTPAMCKUAM
jesunuma (Prolog). Ilpu ToMm ce oBme mOA APUTMETUYKUM U3pa3UMa MUCIU HA
OHE CaYUIbEHE OJ JIOTUYKUX Olepaluja KOH]YHKIUje, ANCjyHKIWje, HeTalluje
urn. Crabmo u3dpadyHaBama OIrOBApa Ce€ MHAYKYje TPUMEHOM T3B. METOIA
pesosrynuje.

Ca mgpyre cTpaHe, y padyyHapCTBY Cy M3y3€THO 3HAYAJHU MOjMOBU MO3HATHU U3
reoMeTpuje, ajlu U U3 JUHeapHe ajrebpe U aHaJIUTUUYKe reomerpuje (0baacTu Koje
cy Besza nuameby reomerpuje u anrebpe): Tauka, npasa, BEKTOD, MOJIUTOH, KOHBEKCHU
oMoTadY. .. ¥ 3 oarosapajyhe ajaropurme Koju oAroBapajy Ha HAjPA3IUYUTHU]E YIUTE
HaI BHUMa, MOryhie ce IpuMeHe y Hajpa3IuduThjuM 00JacTUMa, IPU YeMy HABOAUM
kapakrepuctuyte (kKoje ce mehy cobom uecto mpermauhy):

Computer Vision. OBa u3yseTHo mupoka ob6nacT (OyKBaJIHO IpeBeleHa Kao
«pauyHapcKa BU3Mja») 0aBU ce TeMaMa KOje ce TUYy Mperno3HaBama O0IUKA.
OBo je HAIJIIO TPUMEHY y M3IBajamy NPEAMETa Ca CJIUKE, MACHTU(GUKAIM]U
(oTmcak mpcTa, CHUMakK BEHE WJIM AY:KUIE), OIPOLEHU KpeTama IpeIMeTa Ha
caura, SLAM (simultaneous localization and mapping — MCTOBpEMeHa JTOKAJIU-
3anuja 1 Malupame «IoCMaTpada») U MHOCUM APYTUM OOJIaCTUMA.

JlureapHo mporpaMupame. JlureapHu nmporpaMm pemasajy npobiaeme Tuna: o-
pPEeIUTU eKCTPEMHE BpeIHOCTU JuHeapHe ¢yuruuje f (r1,22,...,T,) YKOIUKO
38 1, To, . . ., Ty Bake ONPAHNYEH:A JATA CUCTEMOM JIMHEAPHUX HEjeHAUMHA® .
Onu cy om m3y3eTHOr 3HAUAja y IUIaHUpamy npousBomame. Cumnaexc anzo-
pumam UX pemraBa, & y HEroBOj OCHOBU CY 3Hama O BUIIEANMEH3UOHAJIHUIM
IPOCTOPUMA.

Mamuncko yueme. U1 oBa obGnacT je u3y3eTHO OOMMHA U 3aCHUBA CE HAjBUIIE
Ha xeypucturama. HbeHa Be3a ca reoMeTpujoM ce yCHOCTaBJ/ba I'PAPUUKAM
IPUKA30M MOmaTaka. JeJaH On OCHOBHUX 3aJaTaka je T3B. data mining, Tme
jé HeOMXOJHO YOUUTHU MPABUIHOCTU y MOJANMMA UCTE Kiaace. JemaH o Mpuc-
Tyma jecTte ma ce HOJaIy MPeICTaBe KAo Tauke y HpocTopy (y jeIHOCTABHUM
nprMepuMa je JOBOJbHA PaBaH), y kaacmep (cluster). 3a Heku mogaTak 3a Koju
ce He 3Ha KOjOj KJIacHu IpPUIaga MOTyhe je ogpeauTy HmeroBy HajBepPOBATHU]Y
HA OCHOBY CJIUYHOCTU Ca MOCTOjenM momamnmmMa, yriiaBHOM onapebhuBameM HAj-
bmmwker kiacrtepa. OBa kiIacuUEAIM]a C€ KOPUCTU Yy Pa3HUM IIPETO3HABA-
BUMa CUTHAJA HIOP. 3ByKa, Te je MOoryhe WM3IBOJUTH peYd U PEUEHUIEe TO-
BOPHUKA Ca HEKOT ayaIu0 CHUMKA.

3I{opI/ICTehI/I ce IOjMOBUMA JIMHEApHE ajarebpe, mOCTaBKa OBOT mpobieMa qo6umja 0OIMK: OqpeauT
n m n
BeKTOp X = (71,%2,...,%n) € R" Taras ma 3a mare Bexkrop b € R™, ¢ € R" u mary marpuny
A € M, xn (R) Baskm ma je ¢ - x majsehe moryhe npu orpanmuemumva Ax >bu b > 0.
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OgBaj panx ce 6aBu pa3HUM IeOMETPHUjCKUM YyIUTHMA PENIUBUX TPUMEHOM OUHAD-
HUX cTabaJjia, KA0 M O IPUCYCTBY TUX YIUTAa y HpakTudHuM mpobsaemuma. OGpa-
bena cy cnemeha crabna: cermentno, PemBuroBo u kd. Ha mexkum mecTtmma ce
IOMUEY U BUXOBA MOryha yoOmIITema 3a pasiudyuTe METPUKE W BUIIE IUMEH3U]eE,
aJi ce He yJIa3u MPEBUIle y NeTAJLe.

VMako je «3BAaHWUYHO» U «IPBEHCTBEHO®» TE€Ma OBOT MATYPCKOT pala y OKBUDPY
MHOOPMATHUYKE TPYIE IPEeIMETA, OH Y ce0r CaAIp:KU U TOJMOBE U3 T€OMETPUje, MaTe-
MaTUYKe aHAJIW3e, JNHeapHe ajredpe, aHAJIUTUYKE TeOMETPHUje U APYTUX OOJIACTH.
Tarobe, HEM cama Tema He MOKe Oa C€ CBPCTA y OKBUPE KOHKPETHOT IPEAMETA,
Oynyhu ma oHa m3aa3u u3 OKBUpa IpaarBa Koje ce obpabyje y cpeamum mkomama,
Ia ¥ Ha MHOTUM (aKyJITeTUMa KOjU MMajy OOMMAaH IpOorpaM paia U3 padyHApCTBa
— ped je o 00JacT! KOja je 1 Najbe aKTyeJHa: HOBE IPUMEHE HaBEIEHUX CTPYKTYpa
OIaTaKa Ce U NaJbe UCTPAKY]Y.

3a UMIJIEMEeHTAaNn]y OBUX CTPYKTypa MOoAaTaka KOPUIINEH je TPOTPAMCKU je3UK
C++, a pasnor oBor m3bopa jecTe UMImEHUIA & OH Yy MCTO Bpeme mocenyje obje-
KTHO-OPUjEHTUCAHA CBOjCTBA, OP3MHY U HOOPY HOAPIIKY y CMHUCIY Oubiamorera
(STL — Standard Template Library). Hucy cBe mMIIeMeHTAIjeé €KCITUIATHO AATE
Yy OBOM «IamUpPHOM ODJIMKY», Bell caMO OHU KOju WIYCTPYjy HEKY 3HAUYAJHY UIAE]Y.
Heramuu k6m0Bu Mory na ce Haby ma npumoskenom CD-y.
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2 OcHOBHU TOjMOBU

2.1 Bunmapua crabdJsaa

Y oBoMm omesbky he Outwm mara objammerma MOjMOBa y BE3U Ca KOPEHUM cTabimMa
Ha HAYMH KOjU Ne YUYMHUTHU AaJby UMILIEMEHTAIA]Y BPJIO MHTYUTUBHOM, & THUMe he
outu 06e30ebhen u «mabJaoOH» 3a UMIIJIEMEHTAI]y CBUX CTPYKTYpa MoaaTaka Koje
he name 6utu obpabene. Tepmun rooted tree ce yBomu pamu pasinKOBaHma OBUX
crabaga 0L UCTOMMEHOT IOjMa Y Teopuju rpadoBa, ajau OBIEe TaKBa TEPMUHOJIOTH]A
HUj€ HEONXOIHA.

[TomenyTo je y yBomy ma ce crabia KOPUCTE Kala Ce youaBa M3BECHA XUjep-
apxuja meby esmemenTuMa: 3a CBaK:d UBOP % Y OKBUPY cTabja CceM jemHOr MOCTOju
TaYyHO jeaH APYTY YBOP ¥ KOJU je Ha XUjepPapXMjCKU BUIIEM HUBOY O mera. lama
KaskeMO 8 je u ZleTe uBopa v, a U POMTeds uBopa u.' JeauHu uBOp KOju HeMa
poauTesba HA3WBA Ce KOPEH, & YBOPOBM KOjJU HEMA]y HUjENHO NETE HA3UBAjy Ce
aucTtoBu. Kao mTo BUAMMO, KJbYUYHO CBOjCTBO cTabia jecTe na Ce 3a CBAKU HHErOB
YBOD 3HAjy U HEroBa Jena, a IMOHEKA U HEeroB POIUTED.

OBuMe MO:KEMO [a Ipelu3Huje neprHUIeMO OCHOBHE MOjMoOBe. k-HapHO cTabJio
je ckyn uBopoBa. UBop a y k-mHapuOoM ctabity je ypebenu nap (val, N), rae ce val
03HAYaBa KAaO BPEOHOCT YIMCAHA y Taj YBOP, a N je HU3 o1 HajBUIlIE k IOKA3WBAYa
Ha YBOPOBE KOje Ha3UBaMO ZEMOM UYBODA a, AOK je a muMa pomuTedb. Hukoja nsa
YBOpa Y UCTOM CTAOJy HEMAjy HEKO UCTO neTe. YBOD u je mpenak yBopa v YKOJIUKO
je u poauTess YBOpA ¥ WU MOCTOjU YBOP W TAKAB M4 je ¥ POAUTEs W U W je MPeaak
v. CBako cTabi0 uMa jemaH YBOP KOjU je Ipelnak CBUM OCTAJUM YBOPOBUMA U OH
ce o3HayaBa Kao KopeH. CBe mpoMmeHsuBe val y OKBUPY jemHor cTabia Cy HUCTOT
TUIIA.

Hekn nmojmoBm (Hmp. momctabiio) mMajy PA3yIMUUTO 3HAYEHE Y 3aBUCHOCTU O
KOHTEKCTa, TAKO Ja Ne ce TeKUTU Oa ce y CBAKOM HBUXOBOM IOjaB/hUBaBKY ODjacHuU
Ha IITa C€ TAYHO MUCIIU.

Jenan takobe 3nauajan koHuenT je n BucmHA (Min /:ly6nHa)5 yBOpa y CcTabiy:
kopeH je Ha BucumHu (, & CBa mema HEKOr YyBOpa u Cy Ha BucuHU 3a 1 Behoj oxm
BUCHWHE YBODA U.

CaukA 4: Umnnemerranuja 6GuaapHOr crabiia

Croenujanan ciaydaj y ropmoj mepuHunuju ce mobuja y3umameM k = 2, umMe ce
nobuja 6mHApHO cTadJso. /lakiae, cBaku yBop OuHapHOr cTabiia MMa WU HUjeIHO

“Oso je KOHTPAWHTYUTUBHO aKO Ce€ Pa3MUILa y KOHTEKCTY IHOPOAUYHOr cTabia, aaum ce y ca-
TJIACHOCTH ca mojMoM HaciebhuBama y 00jeKTHO-OPUjEHTUCAHOM IPOTrPAMUPAY.

®Crabna ce upTajy «OOpHYTO» jep je KOPeH «ropex», Ia Cy CBU HErOBU IOTOMIN M3HA KODEHA,
a JINCTOBU Cy HAJBUINIM NEJOBU CTAbJa, IMTO je Pas3iior 3aIlTo Ce Jerrhie KOPUCTU PedU BUCUHA.



8 Annpej Usamrosuh

UM TAYHO jeIHO WU TavyHO nBa merera. MebhyrTum, nama ummiaemenramnuja he ouru
3HATHO OJIAKIIAHA YKOJMKO CMATPaMO na je Opoj Hele yBeK TAYHO ABA, IIPU YeMy
razna omoryhumo nocrojame null («npasHux») 4BOpOBA.

OsBakBa mHTEpIpeTanuja je K/bYydHA 3a €JEeraHTHY WMIIEMEHTANW]y OWHAPHUX
crabasia y KOHKDETHUM MOPOrPAMCKUM je3urnuMa. ¥ BeauMo kiacy TreeNode, mpu
yeMy Cy BeHU aTpubyTw MpOMEHJpVBA val Heror Tuna T M ABa MOKA3MBava KOjU
IIpEACTaB/bajy pedepeHie Ha o0jekTe kKoju cy Takobe knace TreeNode m 30BeMO
nx leftChild u rightChild. Ilomro Tun npomensmsuBe val Huje yHaunpen onpeben,
ropuctuhemo temniejre. lakne, ocHOBa cBuX maJmux OmHApHUX cTabana koja he
outu obpabena he uzrnenatu kao y k6ay 1. Tana ce ca uBopom y crabiay uuje cy
BpeOHOCTU IeJ0OpOojHe HAjIaKIIe OIepuIle ako ce oH meduHwuire npexo TreeNode
<int>* node. STL cTuin uMmiaeMeHTaluje CTPYKTYpa IOAaTaKa IOAPA3yMeBa YBOI-
jeme momaTHe kiace Tree Koja y cebu camp:ky caMo OIIITE METOIE KOje IMPeacTaBI-
jajy omepamnuje HaI MEJOM CTPYKTYPOM IIOJTATAKA.

/Kf)/:( 1 )
OBaj rKOx mpencTaB/hba OCHOBY MMILJIEMEHTAIje CBUX cTabaJa.
template <class T>
class TreeNode
{

private:
T val; // vrednost upisana u cvor
TreeNodex leftChild; // reference na decu
TreeNode* rightChild;
public:
//
¥
template <class T>
class Tree
{
private:
TreeNode <T>* root; // koren
public:
//
}
o %

Hanomenumo na je moryhe mmniementuparu crabia 06e3 kopumihema pede-
DEeHIM, aJu HaM TakaB IpUCTyn Hehe OUTHM HAPOUYNTO KOPUCTAH.

IIpuMEP 1. IlokaskumMO Kako OBO padu Ha TPUMEPY jeIHOCTABHUX OIeparuja
y Gunaprom ctabuy nperpare (binary search tree, BST) — o mewmy je 6uio peunm
Yy yBOIYy — Tpu dYeMy NheMO MPEeTIOCTaBUTHU 13 HUKada Hehe OUTM HABEIEHU UCTU
OpojeBu. Y HAMBHOj BApUjaHTH je 38 CBAKU YBODP U 3a0BOJHEHO 4 j€ BPEIHOCT KOoja
je y mera ymmucana seha (Mama) 01 BPEIHOCTU YNUCAHE Y EECOBO JIEBO (JECHO)
Iere, a yjemHo je 3alI0BOJLEHO Aa CBU MOTOMIM JIEBOT ([IECHOT) meTeTa 4Bopa U
“Majy BpeqHOCT Mamy (Behy) BpemHocT ymmcany y 4YBOp u.

IIpu momaBamy HOBOT eJIeMEHTa Ce Hajupe yIopeou Ta BPETHOCT Ca KOPEHOM, 1A
ce yCTAaHOBU Ha Ju OH Tpeba ma Oyle HeroB JIEBU IOTOMAK UM HECHU IOTOMAK.
Ilame ce Taj mocTymak MOHaBJA Ha oAroBapajyhiem merery (momcrabiy) cBe HOK
ce He nmobe mo null usopa.

IIpu ucnurvBamy ma am ce HEKa BPETHOCT HAJA3U y CTADIy ce Hajupe UCIUTA
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(5)>4 (5) (5)
OB OBNOMNONNONNO

CaukaA 5: HonaBame yBopa y OuHApPHO cTabIIO mpeTpare

Ia JU je TO KOPEH: aKO jecTe, MOCTYIAK je TOTOB; akO HUje, OApenud ce ma Ju ou
H,€rO0BO €BEHTYAJIHO [TOCTOjale 3HAUMIIO 1A je Ped O JIEBOM WJIU JEeCHOM IOTOMKY U
HOCTYIAK Cce MOHAaBJba Ha oAroBapajyhem merery (momcrabiy) cBe mok ce He mobe

no null usopa.

/Ré,a 2
NMnaemenTanuja 6unapuor crabua mperpare.

template <class T>
class NodeBST
{
private:
T val;
NodeBST* leftChild;
NodeBST* rightChild;
public:
// konstruktori
NodeBST(T val)

{
this -> val = val;
this -> leftChild = NULL;
this -> rightChild = NULL;
}
// operacije
void Insert(T x) // ubacivanje novog elementa
{
if (x < this -> val)
if (this -> leftChild == NULL) // dodavanje cvora
{
NodeBST <T>* newNode = new NodeBST <T>(x);
this -> leftChild = newNode;
}
else // levo podstablo
this -> leftChild -> Imsert(x);
if (x > this -> val)
if (this -> rightChild == NULL) // dodavanje cvora
{
NodeBST <T>* newNode = new NodeBST <T>(x);
this -> rightChild = newNode;
}
else // desno podstablo
this -> rightChild -> Insert(x);
}
bool Find(T x) // pretraga, vraca da li se x
{ // nalazi u stablu
if (this == NULL) // ne postoji

~
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4 return false; N
if (x < this -> val) // mora da bude u levom podstablu
return this -> leftChild -> Find(x);
if (x > this -> val) // mora da bude u desnom podstablu
return this -> rightChild -> Find(x);
return true; // nadjen
}
s
template <class T>
class BST
{
private:
NodeBST <T>* root;
public:

// konstruktori

BST() { root = NULL; }
// operacije

void Insert(T x)

{
if (root == NULL)
root = new NodeBST <T>(x);
else
root -> Insert(x);
}
bool Find(T x)
{
if (root == NULL)
return false;
else
root —> Find(x);
}
};
\ )

Nako je «ouekuBana» ciosxkenoct csux onepamuja O (logn), To ce nocTmske camo
OHIA Kama je cTabio 6aAaHCUPAHO Tj. CBU JUCTOBU Cy HA MCTOj BUCUHU y CTaOIy.
Hanmomenumo na STL canpsxm Oubimorexy set, a moMolly me ce BPJIO epUKACHO
permasajy npobieMu Koju Tpaske Kopumheme HEKOT JaJeko ehuracuujer (camobadr-
ancupajyher) 6unapuor crabia mperpare. A

2.2 OcHOBHU NIOjMOBU O apUHUM IIPOCTOPMIMA

OBaj omemak 3a IUJb MMa IPENU3HO AePUHUCAIE U OINNCUBAILE HEKUX MaTeMa-
TUYKUX IOjMOBa KOjU MMajy 3Ha4YajHE MOCJenuile, a OHe he oBIe OUTU HaBeIeHE U
buhe kacuuje xkopumhene.

OcCHOBHU 3a1aTaK aHAJUTUYKE T€OMETPUjE jeCTe YCTAHOBJLABAKE Y3ajaMHOT OJ-
HOCa m3mebhy reomerpujckux mojmMoBa m anrebapckux jemnaumHa. CaBpemen (op-
MaJIaH IPUCTYI 3aCHUBAKA T€OMETPUje Ce 3aTO YEeCTO BPIIU HE IPEKO AKCUOMAa IPU-
MeHmhEeHIM Ha OCHOBHE IIOjMOBE TauKe, IpaBe U paBHU, Beh ympaBo BUXOBUM nedu-
HUCAWmEM MIPEKO MO3HATUX MTOjMOBa JuHeapHe ajrebpe. IIpemnocT oBakBor HaumHa,
je, mamebhy ocrasior, MOryNHOCT yomIITemha HEKUX KOHIENATA: BUIIEIUMEH3NOHAJI-
HOCT, HOBa He(pMHUIUja PACTOjama, XUIEePPAaBHU. . .

Ila 6u akcuoMe KiIacHUUHE I'eOMEeTPHje IOCTaJe TeOPEME Y OBAKBOj TEOPUjU, HA]-
mpe je HEeOMXOMHO He(UWHUCATU TAUKe, paBe, PABHU. 3aTO jeé KBYUYHO MPETXOTHO
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YBECTHU IOjaM KOjU je K/byUHa CIOHA JMHeapHe aaredbpe M aHaJIUTUIKEe reOMeTpHje:
a¢uHU TPOCTOP.

JEeHUINIA 1.  Ad¢uaum npocrop A je ypebena tpojra (S,V, f), rue je S ckyn
Ynje eJeMeHTe HA3MBAMO Tadkama, V BEKTOPCKH mpocTop, a f : S2 — V dyHKIUTja
Koja cBakoM mapy tauvaka (A, B) € S X S nomemyje Heku BekTop v € V Tako ma cy
3a10BoJbeHU caenehu yciaoBu:

1° 3a cBake tpu tauke A, B,C € S Baxu f(A,B)+ f(B,C) = f (A,C);

2° 3a cBaky Taury A € S u Bexkrop v € V nocroju u jemuHcTBEHO je ompebena
rauyka B € S rakBa ma je f (A, B) =v (uecro y osnamu AB =v).

ITpuMEP 2.  Adunu npoctop A = (S, R3, f) KOjU! 3a,10BOJbaBa HEOIIXOIHE yCJIOBE
je ocuoBa Eyraumncke reomerpuje. A

Haname he 6utu xopumhenu nojmosu muperrpuce (ako je A= (S,V, f) apuun
IPOCTOP, TaAa je BEKTOPCKM NpOCTOp V HeroBa IUPEKTpUCA) MAMEH3Uje U ou-
MeH3uje aduHOr IpocTopa (MTO MMa 3HAYEHE IUMEH3Uje HEroBe QUPEKTPUCE).

Hajnpe ce npumern na je y apunom npoctopy A = (S,V, f) moryhe npencrasurn
cBaky Taury A € S kao ony 3a kojy je f(O,A) = v 3a Hery Taury O € S u Heru
BeKTOp V € V Ha jemuHCTBEH HAUMH. Y TOM CIYYajy V HA3UBOM PaIVjyC-BEKTOPOM
Tauke A y omHOCy Ha KoopauHaTHM moduerak (. 3aTO ce uecTo mpu ajrebapcKoM
mpeacTaBbhamhy Tadaka HEKOr MIPOCTOPa KOpucTe oarosapajyhu panujyc-BeKTopu,
6ynyhu ma je oH kapakTepucTHUYaH caMoO 3a Ty TAuky (TadyHUje, OBAKO OIMCAHO
IPECINKABANLE je OUjeKTUBHO).

Y npoctopy A u3 npumepa 2 moryhe je roBoputu 0 TauramMa kKao ypebhenum Tpo-
jrama peasHux OpojeBa, Oymyhu ma cy omrosapajyhu pamujyc-BEeKTOPU €JIEMEHTU
R3. Yonmre, ako je R" BEKTOPCKE IPOCTOP KOJU OAroBapa HEKOM a()UHOM IPOCTOPY
A, Tama ce Tauke mpencTaBibajy y oOMuKYy ypebheHux n-Topku peasHuUX Opojesa.
Tanma ce moke pehu ma cy KoopamHATE HEKEe TadKe, y CTBAPU, KOOPAUHATE HEHOT
pammjyc-BeKTopa y OmHOCY Ha 0a3y BEKTOPCKOT TpocTopa. 3aTo he ce ympaso
TAKBO MPEICTABHAE TAUYAKA KOPUCTUTU MPU KACHUJEM ONMUCY U UMILIEMEHTAIjU
CTPYKTYpa IOIAaTaKa.

JEeHUIMIA 2. A¢puru upoctop A; = (S1,Vy, f1) je adurm norupocTop adu-
Hor mpocropa Ay = (S2,Va, fo) (v osmamum A; < Az) yKOIMKO Cy 3a00BOJLEHU
yCJIOBHM:

1° S1 C Sy;
2° Vi < Vy;
3% fi = fals, (f1 je pecrpuknuja fo HA crRymy Si).

Axko cy Aj u Az apuru npocropu 3a koje je dimA; =n—1, dim Ay = nu A; < Ag,
tana je A) xumeppaBad y As.

ITpuMEP 3. Xuneppasuu Eyrauncke mpase, paBHU 1 TPOCTOPA CY TAYKe, IPABE
U PaBHU, PECIEKTUBHO. A

2.3 OcCHOBHU IIOjMOBU O METPUUYKUM IIPOCTOPMIMA

Cana he ce pa3morpuTu jeman apyru eiaementapas nojam. On HApOUUTOr 3HAUAjA
U 33 MATEMATUYKY aHAJU3y U 38 TEOMETPUjy jecTe mojaM pacTojama: Ha HeMy ce
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3aCHUBA YMTAaBa TeOPUja I'PAHNYHUX BPETHOCTU (YHKIN]a jeJHE IPOMEHJLUBE; IIOC-
TOju Tpyma akcuoMa Eyriamacke reoMeTpuje Koja OMUCYyje pesalnujy MoayIapHOCTH
mapoBa Tadaka. MeDyTum, ympaBo 300r ummeHure ga ce mMOCTymak ompebuBama
pacrojama MeHa y 3aBHUCHOCTH O TOra Ia JIM je ped O Imapy Tadaka Ha IpaBoj,
Y PaBHUA WX Y TPOAMMEH3MOHAJJHOM IIPOCTOPY, IMOCTABJHA CEe MUTAHmE O MOTYNhuM
yonmremuma. Y CKIALY ca TUM je narta AeUHUIMja METPUYKOr HmpocTopa (1o
dpemey”):

JeanHULINIA 3.  Merpuuku npoctop M je ypebern nap (S, d) Takas na ¢pyHruum-
ja d : S* - R, koja ce HAa3MBa METPHMIKA I PACTOjaE-€, 3a10BossaBa cienehe

ycaose (VA,B,C € 8S):

1° d(A, A) = 0;

2° A+ B=d(A,B) > 0;

3° d(A, B) = d(B, A):;

4° d(A,B)+d(B,C) > d(A,C) (nejednarocm mpoyesa).

Bynyhu ma he y oBom pamy Outu mocmarpaHo pacrojame mu3meby Taudaka, TO
he oBme OuTu pPa3MOTPEHM CAMO OHU CIYUAjEBU KALA j€ Y METPUUKOM IIPOCTOPY
M = (S,d) cxyn S obmuka R¥, rme k € N.

ITPUMEP 4. Pa3MOoTpuMO HEKOJIMKO HEKOJIUKO METPHUKA Koje he kacHuje 6utu ox
3Hauaja. Hehe ce TexxuTu KoMmMmyieTHOM IOKa3y CBUX CBOjcTaBa, Beh he eBeHTyasIHO
6uty HaBemeHo obGjamerme 3amTo Bazku cBojcTBo 4 (6ynyhwu ma ce 1, 2 u 3 gecto
jeIHOCTaBHO NOKa3yjy).

1° (R,d), rme d : (z,y) — |x — y|, jecre jeman merpuuku npocrop. OH je y 0CHOBU
nepmHUIMje T'paHWYHe BPeNHOCTU (YHKIUje jenHe NPOMEHJLUBE, KOHBEPIEH-
nuje HU30Ba UTI.

2° Csu npen-Xumabeprosu' mpocropu® V MOTY na Oymay W METPUUKUA: PaCTO-
jame m3meDby mBa BerTOpa oAroBapa HOPMU HBUXOBe pasiuke Tj. d(u,v) =

lu=v| =/ (u=v)-(u—v). lIpy TOM YeTBPTO CBOjCTBO BaxKku 360r Hejel-
HakKoCTM MUHKOBCKOI y BapUjaHTU KOja BaKU y CBUM IIpen- XuiIbepTOBUM
IPOCTOPUMA.

CroenujasHo, on 3Hadaja Cy OHM KOjUMa OM MOTAO0 Oa Ce NPUAPYKU HEKU
apuHN TPOCTOP, YnMe je Moryhe roBoputu 0 pacrojamy m3MeDy IOBe Tauxe.
Ysumajyhu V = R" u crannapaau ckajapuu npousson noduje ce Eykmmmosa
MeTpuKa, a onrosapajyhu EykamnoB merpuukm npocTop he Gutu o3HaueH
ca E". Cnenujaano, E! je ympaso omucan y 1 (Eyramacka mpasa), a pacro-
jame uameby rauaka A = (x1,y1,21) u B = (22, Y2, 22) ¥ METPUYKOM IPOCTOPY
E3 mato je mosmaToM $popMyIOM:

(A, B) = /(21 — 22> + (31 — 92)° + (21 — 22)°.

®Maurice René Frechet (1878-1973), dppanmycku MaTeMaTudap

"David Hilbert (1862-1943), memauku MaTeMaTAuap

SHpe,ZL-XIIIJIGGPTOB npoctop V je BEKTOPCKU IPOCTOP KOM je HIpuApYy:KeHa OMHApHA Olepaluja
CKaJIapHOT MPOU3BOIA - : VS5 R y OkBupY yobuuajene nedununuje. CBU BEKTOPCKU IPOCTOPU OO-
suka R" ca cTapmapIHUM CKaJapHUM MPOCTOPOM cy npen- Xuinbeprosu. Moryhe je, nomasamem jomr
HEKUX yCJIOBa, neduHrcatu u XmiibeproBe mpocrope, o yemy je moryhe mpountatu y AHAJIM3A
2, cTp. 278.
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3° TakcuU-reoMeTpPUjCKU METPUYKU MPOCTOP (UM METPUYKM IPOCTOP MUHKOB-
ckor) 6uhe osmauen ca T" = (R", d). Hbherosa merpura d (Hekama ce KOpUCTU
n Ha3uB «MeHxeTH pacrojame») ce mnedpurume Ha cienehin Hauwn: 3a a =
(a1,a2,...,a,), b= (b1,b2,...,by,) je

d(a,b) = la; — b =|ay — ba| + |ag — ba| + ... + |an — bul.
=1

CnuKA 6: Takcu-reoMeTpuUjCcKO pacTojame

ITocmaTpajMmo 3HaUYEHme OBakBe MeTpuke. Heka cy mate mBe Tadvke y paBHU,
A(p,q) u B(u,v). Tana je muxoso pacrtojame mato ca d(A,B) = |u—p| +
|v — q| — mpyrum peumma, To je 36Up My’KUHA YOUEHOT MPABOYTAOHUKA UM]je
Cy CTpaHUIE HapaJielHe KOOPAWHATHUM ocaMa (BUIETU CJIUKY). Y CTBapw,
akKo Ou ce KpeTame HEeKe TaUuKe y PABHU OIPAHUYMIIO HA KPETame CaMO MY
XOPHM30HTAJIE U BEPTUKAJE, TANA j€ OBAKO AeOUHUCAHO PACTOjame yIPaBO HAaj-
Mame. Ako Ou ce mocMaTrpaJje Tauke ca MeJo0POojHUM KOOp AuHATaAMa, TPUMETH
ce cMucao Ha3uBa «MeHXeTH pacTojame.

4° Y merpuurom npoctopy E" ce pacrojame uzmeby Bekropa a = (aj,as,...,ay)
u b= (by,by,...,b,) onpebyje ca

[NIES

n

d(a,b) = > (a; — b;)?

=1
Namenom C€KCIIOHEeHaTa, OJHOCHO YOIIIITCHEM

n

d(a7b> = Z’al_bZ’p )

i=1
nobuje ce L, merpuka. Oarosapajyhu MeTprUkrM IPOCTOP ce O3HAUaBa Ca
L. Iloka3 HejeMHAKOCTU TPOYTJla CJI€U U3 HejeTHAKOCTH MUHKOBCKOT.
Crmenujanno, cBu Lo Merpuuku npocropu cy Eykammosu, a Lj cy rTakcu-

TE€OMETPU]jCKU.

5° Y cmnemumjamsoMm ciayuajy L7 ce mobuje ma je pacrtojame umsmeby BeTkopa
a=(ay,ag,...,ay) u b= (by,be,..., b,) jennaro:

d(a,b) = max |[b; —a;|. A

1<i<n
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Hapennu mojaMm je 3HaUYajaH Kako Yy MHPOPMATUIA, TAKO U Y MATEMATUYKO] aHAJI-
n3u, oynyhu na je y ocHOBM nepUHUIMja HENIPEKUIHOCTU U AU(PEPEHIN)aduIHOCTHA
peanHUX (QYHKIVja BUIIE TPOMEHIJLUBUX.

JeevHUIMIA 4. Heka je M = (S,d) jeman merpuuru npocrop u A € S. Tana
je orBOpeHa (3aTBOpeHA) KyIvia pamyjyca r ca meHTpoM A ckyn Tadaka X € S
KOjU 3a10BOJbABA, YCJIOB:

d(A,X) <r (ommocuo d(A,X) <r).

IIpu xopumhewny peum Kyria yriaBHOM he ce MUCJIUTU HA OTBOPEHY KYTJIy.

IIpUMEP 5. PasMoTpuMo Kyriie y pa3jiuduTUM METPUYKUM IPOCTOPUMA:

1° Y Eyrmunckum MmerpuuknM npocropuma E', E? u E3 kyrue cy uarepsann,
VHYTPAIIHOCTA KPYTOBa U YHYTPAIILOCTH JIONTH.

2° Y mpoctopy ]Lgo KyTJIa je CKYIl Tadaka KO0jo] CYy CBe KOODAMHATE y OICETY T
oI oAroBapajynmx KoopIauHaTa IEHTPa Te Kyrie — ped je O KBaIparTy Yuje
Cy CTpaHUIle IapaJiejiHe KoOpAuHATHUM ocama. Jlame, y }Lgo KyIJia je KOLKa
ymuje cy cTpane napaJsgente paBauma Oy, yOz u zOx. Y ommreM CIydajy,
y L5, kyria je n-nIuMeH3nOHAIHA XWUIIEPKOIIKA Yuje Cy HUBUIE IapaJieslHe
onroepapajyhum BekTopuma opTOoHOpMUpaHEe 6aze. Y OBY n-IUMEH3UOHATIHY
XUTEPKOIKY je ynucana onrosapajyha kyrma y E”.

3° Y TakCcu-reoMeTpUjCKUM BEKTOPCKAM IIPOCTOPUMA KyTJle Cy Takohe XUlepKolke,
aju cy oHe cama ynucaHe y oarosapajyhe Eyrauncke kyrie.

4° TlocmaTtpajmo LIZJ MEeTPUYKE MPOCTOPE M YTBPAMMO HUXOBE Kyrie 3a p > 1.
Beh ux cmo ompemuau 3a p =1, p=2 u p — 00, OmaKIe 3aKDYyUyjeMO Ia Ca
obe cTpaHe KOHBEPTUPAjy Y XUIEPKOIIKE. A

CnukA 7: Kyraa y ]Lg METPUYKOM IIPOCTOPY

Y Behunwn crabana koja he 6utu mame naBemena Ouhe peum o Eyraummackum
aUHUM TTPOCTOPUMA W YTIIABHOM O EyKaumckum meTpukama, anau hie moHekans ouTu
3HAUAJHO «IIPEOANUTYU Ce» HA HEKe APYyre METPUKE Yy 3aBUCHOCTHU O 3aXTeBa (U TO
yIpaBo 300 HEKMX CBOjCTBaBa KyTJIH).

2.4 KierBa MMMEH3MOHAJHOCTU

I'eomerpujcku npobiemu koju he oBme OuTw omnucaHu he, mopen KOMIJIUKOBAHOT
KOje KopucTu cTabiia, UMaTU ¥ HAWBHO pelleme. Y TIIaBHOM he Tu npobieMu 6muTu
(hopMyIMCcaHU HA HUBOY HEKE IpPaBe, PABHU, €BEHTYAJIHO TPOAAUMEH3UOHATIHOT IIPOC-
topa. Mebhyrtum, n y Teopuju u y npakcu (mocroje npobiaemu unja je popmynanuja
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€KBUBAJIEHTHA HEKOj T'€OMETPHUjCKOj, IPU YEMY TO YECTO HUj€ HATO HA E€KCIJIUIUTAH
HAUWH) Ce IOCMAaTpPajy W BUIIEIUMEH3MOHAJIHU MPOCTOPU, TE€ CE 3aXTeBajy yoOIl-
mTema CTPYKTYPa MoJaTaka Koje permasajy 3amaTak. MehyTuM, y HEKuM cirydaje-
BUMAa TU MPETXOMIHO e(QUKACHU AJTOPUTMU I'ybe CBOjy IPenHOCT y OP3UHU Y OAHOCY
Ha HAWBHO DEINIEHE, a PA3JIOT TOME je UMEHEHUIA & je BPEMEHCKA CJIOKEHOCT OI-
epalyja Hal CTPYKTYPOM IIOJATAaKa €eKCIOHEHIjaIHA IO AuMeH3uju npoctopa. OBa
IojaBa ce Ha3UBa KJIETBA OVIMEH3WIOHAJHOCTM (eHT. curse of dimensionality).g

Y ommcmMa CBUX CTPYKTYpa MOIAaTaka KOje MOTY Oa Ce YOIIITe TaKO Ha ONrO-
Bapajy Ha HEKe KJbyUHe ynuTe he OUTM MCTPasKeH YTUIA] KIeTBE IUMEH3UOHAJ-
HOCTH.

9 . . . . .
HapaBno, 0BO HHEje caMoO y Be3:m ca TeOMETPUjOM, jaBiba Ce€ TIe TOJ je MUMEH3Uja BEKTOPCKOT
IpOCTOpa HAJ KOJUM Ce OIepUIIe y €KCIOHEHTY (PYHKIMje KOja 03HAaUaBa CJIOKEHOCT AJITOPUTMA.
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3 CermenTHO CcTadJIO

CermentHo cTabso upsu ysomu Benran'’ y cBom paxy n3 1977. romuue [nuHK KA
pany| ma 6u pemuo jenan reomerpujcku npobiaem (o kom hie kacHuje Guty peun),
aJiM je OBa CTPYKTYypa MoJaTaka KacHUje Mobumiia MHOre APYyre MHTEPIpPEeTalu]e.

3.1 OmnmTa CTpyKTypa CErMEHTHOT cTabJia

CermenTHa crabiia ce jaBbajy y MHOTUM BapUjaHTaMa W UMILIEMEHTAIUjaMa, aJn
je y OCHOBM CBera Ja CBaKM YBOD TOr' cTabjia ONMUCYje HEKe MHTEPBAJE UJIN CEr-
MEHTe, a Ia EEeroBa MIela MPEeNCTaB/hajy MOMWHTEPBAJE WUINA MOACETMEHTE. 3aTO
hemo, npe pasmaTpama KOHKPETHUX MpobJeMa, OMUCATU ONIITY CTPYKTYPY U OI-
epamnuje y CBUM CETMETHUM CTabJIuMAa.

Hexra je mato n tauaka Ha peasiHOj MpaBOj: T1, T2, ..., Tpn, OIPU YEMY BaKU
r1 < x93 <...<x,. Tama uamasajamMo HapeIHE €JIEMEHTAPHE MHTEPBAJIE U CEIMEHTE:
Iy = (—o0,21), I = [w1,21], I3 = (21,22), Iy = w2, 2], ..., Ion_1 = (Tn—1,%n), fon =
[Tn, Tnl, Tont1 = (Tn,+00). Y 3aBUCHOCTM OJ KOHKDETHOI 3aJaTKA, OBU €JEMEH-
TapHU CKYNOBU MOTY Ha MMajy pa3juduTa 3HAYeHma U CBOjJCTBA, aJld CE IOCTAaBJba
YCJIOB Ja CBAKM OJ[ TUX MHTEPBAJA MMa jemHy KOHCTAHTHY OCOOUHY (BpPEIHOCT
HEKOT Opoja MPUAPY/KEHOT TOM CKYIly WJIM IPUIAIHOCT HEKOM HAJCKYIy, Kao y YII-
ury npunagaoctu (stabbing query, o yemy he Gutu peunm Kacuuje)). YKOJIUKO ce
OZ HAC 3aXTeBa Ja Ce UCIUTa Heka ocobmHa yHUje y3acTtomHux I, U [y U...U Iy,
HEPETKO Ce KOPUCTU CErMEHTHO CTabJIo.

]huhuhuhugukuh\

LULUI; ]ngukuh\

I,Uls Is U I7

CnurA 8: CTpykTypa cerMeHTHOr cTrabiia

CermenTao cTtabio je OuHAPHO cTAbJIO YMjU CBAKW YBOP TOBOPU O HEKO] YHU)U
Y3aCTONHUX €JEeMEHTAPHUX WHTEePBaJia U CerMeHaTa, T€ MMa BPEIHOCT CAUuUeHY
u3 Tpu gerna: upsu oapebyje ocobune neBe rpanune (IPBEHCTBEHO I'Ie Ce HAJA3M),
Ipyru ocoOuHEe AecHe IpaHule, a Tpeliu ToBopy 0 HEKOj KaPAKTEPUCTHUIM T€ YKYIIHE
yunje. Jlema HEKOr YBOpA KOjU MPEACTABHA YHU]Y N €JIEMEHTAPHUX CKYIOBA IPE-

. n n .
CTaBJbA]jy L§J u [5—‘ eJleMEeHTapHUX CKymoBa. KopeH cermMeHTHOr cTabia omucyje
ey peaJjiHy MpaBy, a JUCTOBU ejeMeHTapHe ckymnose. OBume je oGeszbebheno na

crabio Oyme OasaHcuUpaHO W Oa Cy 3abesieKeHru MOIAIld O CBAKOM MeJIy peaJtiHe
npase.

HapaBHO, OBa CTPYKTypa Ce MaJO YIPOCTU y 3aBUCHOCTU OJX KOHKDETHOI 3a-
natka. 1ako, Ha DpUMep, PETKO MOCTOju moTpeba ma ce 3a eleMeHTApHE Y3My U
cerMeHTH OOMUMKA [, x;] m wHTepBamU (T;,T;11). Y cuTyanujama Kajga je OUTHO
caMoO IMOHAIIAKE Y KpajeBruMa, MHTePBAJU MOTY na ce «Imporyrajy». Herkama mehe
6utu norpebe 3a MHTEpBaJMMa KOjU MMa OECKOHAUYHE I'DaHMUIE. Y CIydajeBUMa

%Jon Louis Bentley (1953-), amepuusn teopujcku nuadopmarnydap, npodpecop ma Carnegie Mellon
yuusepaurery y [lurcbypry, ayrop kmure Programming Pearls
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Kaga HuKamga Hehe OuTtwm Moryh mpucTyn caMoj TpaHUI WX Kaga ce OaBUMO
HEKOM MEpJbUBOIMINY CKymoBa (paduyHaMO IysKUHE, MOBPIIMHE, 3alpeMUuHe), HUje
HEOIIXOMHO OCTABUTHU U jedHOeJeMeHTHe cermenTe y crabiy. [lomekan he 6utu mo-
BOJLHO CaMO NMOCMATPATU CKyHOBe OOJUKA [T, Tjt1).

(4, 20)

/\

(4,13) (13,20)

(4,8) (8,13)| | (13,19) (19, 20)

(4,7) (7,8) (13,15)| |(15,19)

CiukA 9: Ilpumep jemHor cermeHTHOr ctabiia, je THOGJIEMEHTHU CKYIIOBU CY
n3bauyeHn

Moryhe je ocMUCIUTH MMIJIEMEHTAIN]Yy CETMEHTHOr cTabiia KopumhemeM HU3a
cineneNuM «TPUKOM»: yBeIe Ce HEKOJIMKO JIAKHUX» JIMCTOBA TAKO & UX YKYIIHO
Oy e 2k, yuMme cTabiio mocraje OGaJaHCUPAHO M Tala je MOryha HemTO OJaKIIaHa
rMIIeMeHTanja (Ha NCTU HAUMH Kao Kox binary heap).

Cepxa cermenTHOr cTabia je ma Beauku OpOj ynuTa paHUje HABEIEHOD TUIA
KOjU Ce jemHOCTaBHUM npuctynuma onpazne y O (n) (unm ropem) BpeMeHy pere
y O (logn) Bpemenckoj caoxkenoctu. Haumn Ha KOju ce OBO MOCTIKE jeCcTe TAKO
IITO Ce MHTEPBAJI/CEIMEHT y YIUTY HaIUIIe Kao yHuja mro je moryhe mame nuc-
JYHKTHUX WHTepBaJja/CerMeHaTa IPENCTABJLEHUX CEMMEHTHUM CTabJioM. Y3 BHBUuX,
Ty je 1 OCHOBHM YIUTa KOjU HATOBEHmITaBa yIOTpeOy CerMeHTHOr cTabiia: m3MeHa
KapaKTEPUCTUKE HEKOr ejleMeHTapHOr ckyma (u3Bomimuso y O (logn)). Y yobuua-
JHUM OKOJIHOCTHMMA HIUje MOTrylie momaBaime HOBUX eJIeMeHATa y CErMEHTHO cTabiio
n Huje moryhe Gpucame (momyme, Hekaza Cy MOTYNM «TPUKOBU» KOjU IIPEMOCTE
oBO orpanmueme). Ocraje jom jemHa omepanuje, a OHA je YjeOHO U jeauHA KOja je
BPEMEHCKU 3aXTEBHUja: caMa M3rpalma CerMeHTHOr crabia (O (n)).

HaBemumo canma yobuuajene mocTymke KOjuUM ce 00aB/bajy CBe OBe pamme, IIpu
ueMmy hemo (paau je IHOCTABHOCTH) MPETIOCTABUTY Ja CY HAM NOBOJLHU UHTEPBAIIU

obnuka (r1,22), (x2,23), ..., (Tn—1,2,), mTo he yunrnTy aTpubdyTE U METOIE KIIACEe

JOOCTa j€THOCTABHUM.

([t N
Kom 3

Ilouerak MmnIeMeHTaNMUje CErMEHTHOr cTabJa.

template <class T>
class SegmentTreeNode
{
private:
T val; // karakteristika opisanog intervala
double leftBound; // granice intervala
double rightBound;
SegmentTreeNode* leftChild; // reference na decu
SegmentTreeNode* rightChild;
public:
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/ftemplate <class T> N
class SegmentTree
{
private:
SegmentTreeNode* root;
public:
/7
3
- J

Narpamma. Heka mam je mat a3 X KOju mpencTaB/ba N COPTUPAHUX TaYaKa HA

peaanoj nmpaBoj. Tana ce oo TaKBOTI HM3a IPaBU CEIMEHTHO cTabJiio mosasehu
O KOpEHa: HeroB mHTepBal je (r1,e,), a MHTEPBAJIM KOJU ONrOBapajy He-
roBOj menu cy (xl,:zm/%) u (an/QJ,xn). Iame ce popmupajy oarosapajyha
noacrabiia cBe NOK ce He mohe mo ejdemMeHTapHUX mHTepBaJja. OBaj mociienmhu
KOPaK MOApa3yMeBa HOAENaBama MOJIA3HUX BPEAHOCTU 3a KAPAKTEPUCTUKE
eJIeMeHTAPHUX MHTEPBAJA, T€ HACTAje IPEIUINTARKE Ca HAPETHOM OMEePAIIjOM.
dopmuparme jeqHOT YBOpA Ce BPIIM y KOHCTAHTHOM BpPEMEHY, a OPOj YBOPOBa
cermeHTHOTr crabua je n+ [n/2] + [[n/2] /2] + ...+ 1~ 2n, Te je ciaomkeHOCT
ose onepamuje O (n).

Y HerkuM cuTyanujama je KOPUCHO WM jeTHOCTABHUjE 3HATU Ha KOje Ce eJl-
eMeHTApHe MHTEepBaJieé OJHOCKU CBAaKM YBOD (yMECTO Ja Ce mamMTe TDaHUIE).
O06e mMIIIeMeHTAIje CY TPUIOKEHEe HA TUCKY.

NN3mena. KapaKTepHCTHHa CBAaKOI' YBOPpa Ha HEKMW HAYMVH 3aBUCHU O HBETrOoBe nelle

— aKO ce OBa Be3a He yOo4dW, CeIMEHTHO CTabJI0O BEPOBATHO HE DEIIaBa 3a-
narak. Ramga ce HAjUpe M3MEHU HEKU €JIEMEHTAPHU WHTEPBAJ, TO 3HAUU O CE
Mema JUCT, IMTO Aajbe MOPa Aa yTUUYe Ha HErOBOT POAUTE/hA, A HA POIATETHA
BErOBOT POJAUTEHA WUTHA. OMHOCHO HA CBE HENOBE MPETKEe. 3aTO je WMILIe-
MEHTAaIlja OBEe Olepaluje PEeKyp3WBHA W HEOIXOAHO je MohuW O; KOpeHa, Ia
«TpaxkuTu» onrosapajyhu emementapuu ckymn. CI0KEHOCT OBe omepanuje je
O (logn) jep je logn Bucunua crabuia.

¥Yuur. Heonxonno je 3amaru ckyn 3a koju ce oapebyje onrosop mpencraButu Kao

YHH]Y IITO je Moryhe Mame OUCjYHKTHUX CKYIOBa CaIPKAHUX y CEIMEHTHOM
cTabJiry, HAKOH Uera ce UCIUTA KaKO OHU 3ajeIHO Iajy KOHAYAH OATrOBOP. ¥ KO-
JINKO CUT'yPHO MO’KE NIa Ce HAIUIIe Kao YHUja HEKUX eJIEMEHTAaPHUX CKYIOBA,
Taaa camMo pas3bujarme HHUje HAPOUMUTO CIIOKEHO jep MOMKEMO Oa Pa3JInKyjeMo
TPU CJIydyaja: aKO TPEHYTHO NIOCMAaTpPaHN YBOP IPEACTABJIbA HEKU IIOJCKYII
KOHAYHOI CKyIla, OHIA OH YYECTBYje y pa3bujamy; ako TPEHYTHO IOCMATPAHU
YBOP MPENCTABIBA HEKU CKYI KOJU je OUCjYHKTAH Ca KOHAYUWH CKYIIOM, HU OH
HU OMJI0 KOju meroB moroMak mHehe yuecTtBOBaTu y pa3bujamy; y CBUM Ipe-
ocTaJMM ciaydajeBuMa Helie Taj UBOp ydecTBOBATH y pa3bujamy, aau y 063up
nonase oba merosa merera. OBO je ommTa meMa KOja MOMJIEKE M3MEHAMa, y
3aBUCHOCTHU o1 camor npobsema. Cioskenoct ose onepanuje je O (logn).

OBO CBe Ba)KM YKOJUKO JATU CKYI MOKE Ia Ce MPEACTABU KAO YHUja €JIEeMEH-
TapHUX CKYIMOBa. Y KOJIUKO HE MO)Ke, MMOCTYNa C€ Yy CKIAIY Ca MOCTABJHEHUM
3aXTEBOM.

IIpuMEP 6. laT je ckym n — 1 OWCjyHKTHUX TPABOYTaOHUKA, IMPU UYEMY CBU
HaJeKy Ha r-ocy y xOy paBHU y jeIHOj y3aCTOIHO] CEpPUjU: MPBU MPABOYTAOHUK
3a jemHy CTpaHUIy UMa [T1,X2|, APYTH [T2, T3], . .., HOCIEA®BU [Ty_1,X,]. Onepanuje

KOje MOr'y Oa Ce BpIIe HaJ TUM MPABOYTAOHUIUMA Cy OOJMKA:
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(4, 20)

/\

(4,13) (13,20)

(4,8) 8,13)| [(13,19) (19, 20)

(4,7) (7,8) (13,15)| |(15,19)

CaukA 10: Crkynosu koju yuectByjy y usrpanwu (7,19)

1° 3a mpocaebene a u b ogpeauTy TOBPIIMHY NpeceKy GuUrype nobujeHe y yHUU
CBUX NIPABOYTAOHUKA U [Aeja PaBHU ¢ < T < b;

2° mpomena BuCHHE k-TOr IpaBOyraoHHKa Ha h (TAako Ia NPaBOYIAOHUK U Oajbe
HAJIEKeE).

1
1
1
[
1
1
1
1
1
1
1
:

a

>~ F--

T xI9 T3 Ty xIs5

CnukA 11: IMospmmua ¢urype 3a a < < b

HawBnu npuctyn oarosapama Ha OBe OIepaIliije Ce BPIU Y BPEMEHCKUM CJIOKEHOC-
uma O (n) u © (1), mWTO HUje MOBOJBHO YKOJIMKO ce OpPOj omepaunuja mpBe BPCTE
mocrta Benuk. MebyTuMm, ako mocmarpamo (T, Tpi1) KaO €JeMEeHTapHE MHTEPBaJe
U Ha OCHOBY FHbUX KOHCTPYHUIIEMO CETMEHTHO CcTabio, nobumjeMo 3HATHO ePUKACHU]jE
peliene.

Hera ce y cBakoM UBOpY KOjU IPEACTAB/bA UHTEPBAJ (I, 7) IAMTU U PE3yJITAT -
BOT ymmuTa Kanga ¢ = u b = r Tj. 30up NOBPIIKUHA y3aCTONHE CEpPUje MPaBOyTraOHUKA.
Tana je Ta KapakTepUCTUKA CBAKOT YBOPA jeqHAKA 30UPY KAPAKTEPUCTUKA HETOBE
zere, IOK ce 3a JIMCTOBe OHa padyHa kao h-(r — ). OBume je omoryhena msrpanma
CEIrMEHTHOT CTa6JIa I M3MEHAa JINCTOBA.

Ocraje ma ce pemm omeparuja 1. Ilpumerumo na a < x < b obyxBaTa HEKO-
JINKO TEJUX MPaBOYTaOHWUKA M3 OBOT CKYyIa W HAJBUINE [BA «UCEUYeHa». Perreme
opencraBJ/ba 36I/Ip INOBPUIMHA CBUX HEJUX MPAaBOYTaOHUKA 1 AEJOBE€ NOBPIINHA Kpa-
jmba mBa mpaBoyraoHmka. MeDyTum, moBpImuHEe IeJUX TpaBOyraoHuka cy Beh op-
raHm3oBaHe y 30upoBe y UBOPOBUMA KOjU HUCY JHUCTOBU, T€ C€ IPUMEIYje Tope
ONMCAHW TPUHOUI onabupa ImTO je Moryhe Mame 4BOpOBa na Ou ce ommcasaa Ta
yHUja mpaBoyraonuka. [locebHO ce pa3zMOTpe U «UCEUEHU» MPABOYTAOHUIU, KOjU
IpeaCcTaB/bajy JUCTOBE KOje Tpeba aHaJIU3UPATH.

Ilakme, pememe Koje IpUMeEmYje CEMEHTHO cTabiio oaroBapa Ha o0e omeparuje
y caoxenoctu O (logn), amu 3axTeBa npenpouecupame ciaoxkenoctu O (n). lakie,
OBO peleme je yBeK 00J/be O HAUBHOT. A
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3.2 Stabbing query

Pasmorpumo cama curyamujy kaga MOCTOjU M3BECHO OACTYIARKE OL MOMEHYTOT
«IrabJIoHa» yIOWTa HAM CErMEHTHUM CTabJioM: omepaluja MW3MeHe he 3aXTeBaTu
omabup mTo je mMoryhe mMame UBOPOBa KOjU ONUCYj]y HEKM WHTEPBAJ, a YIUT he
3aXTeBATU IPUCTYII HEKOM KOHKPETHOM ejieMeHTapHoM uHTepBasy. OBo ce cpehe y
cuTyanujaMa Kana je jeman on ynura Haiauk stabbing query. Ilarime, jeman om oc-
HOBHUX 3aJaTaka je ciemehu: maT je HM3 MHTEPBaAJa HA PEAJHOj MPaBOj, 38 CBAKY
naJjbe 3aaaTy TAUKy Ha TOj MPABOj OAPEIUTU Y KOJIUKO CE O TUX MHTEPBAJIA HAJIA3H.

OcuoBHa uneja je na ce cBu ckynosu I, ..., I, KOju Cy 3a0aTV HA CAMOM MOYETKY
nojese Ha ejJeMeHTapHe, OJHOCHO CBE MHTEpBaJie M jeJHOCJIEMEHTHE cerMeHTe I
(1 <j <m) koju oarosapajy npecermuma mojaszaux uarepsasua [i. [Ipumepa pamu,
ako je I} = [2,8), Ir = [4,7], Is = (6,9), I = (13,15). Taga MOKeMO Ia YOUMMO
Ey = [272]a Ey = (234)7 E3 = [474]a Ey = (476)7 Es = [6’6]7 E¢ = (6a7)> Er = [777]a
Eg = (7,8), Eg = [8,8], E1p = (8,9), E11 = [9,9], E12 = (9,13), Ei3 = [13,13],
Ey4 = (13,15). llobujame ckynosa E; ox I}, ce HOCTIKE TaKO ITO Ce HAJIpe U3IBOjE
KpajeBu mHTEpBaJa [, HAKOH Uera Ce Te TadyKe COPTUPAjy Yy pacTyheMm NIOpeTky,
ma ce Ha Kpajy TUM PEeIOM U MPOIECUupajy, MTO jeTHOCTABHO TE€HEPUIIE CKYyIIOBE
E;. HapaBrO, HEOIXOMHO je OOPATUTU Na:kBky M Ha MOryha HOKIamama KpajeBa.

- —-=-===---
¢ - — - m e e
- mm e m e e m -

¢ - -

(aw]

DO ¢ - -
-~ - -
Y -~
0 ¢ - -

‘ 10 12 14 16
Es Ey Ee Eg Eq Ers Eiy

CnurA 12: Jlobujame eIeMEHTAPHUX CKYIOBa

Han oBako mobujenum emementapuum ckymoBuma Fip, ..., E, moryhe je xou-
cTpyucatu cerMmeHTHO cTabiso. [foTom ce 3a cBaku on [ MpUMEHU Omepaluja Yuja
CTPYKTYpPa JUYU HA YIOUT ONUCAH HA MMOYETKY CEKIUje: IPEACTABU CE MPEKO IITO je
Mmoryhe Mame uBOpoBa cermeHTHOT crabisa. [Ipu Tome ce 3a cBaku uBop crabia
uyBajy nmojgany (Ha mpumep, y oOJIMKY MOBe3aHe JIUCTE) O CBUM WHTepBajuma [ y
YrjeM MPeCTABbAKDY YUECTBY]Y.

‘ [2,4) ‘ ‘ [4,6) ‘ ‘ 6,7) ‘ ‘ [7,8) ‘ ‘ [8,9) ‘ ‘ [9,13) ‘ ‘ [13,13] ‘ ‘ (13,15) ‘

[12.2][29]|[4.4][46)][16,6]]| 6.7 [7.7][(7.8)]|8,8]]| 8,999 ] 9,13) |

CnukA 13: CermenTHO cTabi0o Hal MOOUjEHUM €JIEMEHTAPHUM CKYIIOBUMA

Kana ce 3axTeBa ucnuc cBux unrepsasia [, Koju caapske HeKy Tauky A, moctymak
KOju ce mpuMemyje jecte Taj ma ce mohe o YBOpa u KOju IPEACTABHLA €JIEMEHTAPHU
ckyn koM A mpumnazna (ako mocroju, 6ynyhu na je takobe moryhe ma je A «aeso
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CiaukA 15: Tauka 7.5 ce Hama3u y ckynosuma [; u I3

Ol HAJJEBJLET» WU «IECHO OJ HAjIEeCHUjer»), HAKOH Uera Ce aHAJIU3UPajy CBU
npermu u. CBu nHTepBasin [; KOju Cy HaBeleHW y u U Hpenuma v (y OKBUDPY DaHUje
YBEIEHUX MOBE3aHUX JINMCTA) yjeIHO W MPEeNCTaBbajy CBe uMHTepBaje [ y KojuMa
ce namasu A. Tume je mar oarosop Ha stabbing query.

OBo pememe ce cacToju U3 ABa JHeja: IPEnpolecupama U OAroBOPaA HA YIUT.
[Tpenporecupame ce cacroju n3 onpebuBama ereMeHTaAPHUX CKymoOBa (IOMUHKDA
BPEMEHCKA CJIOKEHOCT copTupama, O (nlogn)) m KOHCTpYKIMje CErMEHTHOr CTa-
6ma (O (n)), a BpeMeHCKa CiIOkeHOCT Hpenporecupama je © (nlogn). Ceaku your
nobuja ogrosop y O (logn) Bpemeny, e je 0BakBo pelieme H0OpPO y CiIydajeBuMa
kazga je 6poj ynura Behu on 6poja Tauaka.

[TocToju m jemmo yommreme oBor mpobiaema: moryhe je momaBame HOBUX WH-
tepBana. Vnejy m3a pemaBama OBAKBOT 3aaTKa heMo pa3MoTpuru y ciemehem
ICTOPHUjCKM 3HAYAJHOM IIPUMEDY.

I[MpuMEP 7.  1977. romune Benrau o6jasmyje pan (Algorithms for Klee’s rectangle
problems) y koM mepuHuMIe cermenTHa crabia ga Ou pemmo HapegHu npobiaeM: 3a
OATU CKYIl O N IMPaBOYTAOHUKA Yy PABHU KOjUMa CYy CTPAHUIE HapPAJIeSHE KOOPIu-
HATHUM ocaMa (IpPaBOYTAOHUNU Cy 3aJaTH MapOBUMa HACIPAMHUX TeMeHa (T, Yk)
u (xﬁc,y;), rae Ty < Ty, Yr < Yi) OAPEIATH MOBPIIMHY HUXOBE YHUjC.

OgBaj 3amaTak MOKe [a C€ pPeld YKOJWKO C€ IMOCMaTpPa Kao «INHAMUUYKA»> Ba-
pHrjanTa TpUHIUIA KOPUIINEHOr y oAroBapamy Ha stabbing query. Y mpeTrxomHoM
npuMepy je 3amarak Beh y camoj ¢Bojoj mocTaBuu OMO on-line: HEOMXOIHO je€ OIro-
BOPUTH Ha HEKe yIUTE TOK Ce Mema HEKO craime. Mehyrum, y HeknM mpobiaemMuma
je KOPpMCHO MMaTH Ha yMy 4uTaB yja3 u cBe Oyayhe ynure npe ¢popmupama camor
cerMeHTHOr crabia. Y OBOM CIydajy MU CAMHU ACPUHUIIEMO HAIIE OIepanuje, u
jeman npuponHo off-line mpobiem mobuja apyrauuju, on-line KapaxkTep.

[TocmarpajMo cBe mHTEpBaJeE (yk7y;€) (cBAaKOM TpPABOYTAOHUKY NPUIAPYKY)EMO
JIEBU», «YJIA3HU», U IECHU», KU3JIA3HU», UHTEPBad) U pa3bujMo uUX Ha IUC-
jYHKTHE eJeMeHTapHe MHTepBaJjie. KpeumpamMo CerMeHTHO cTabJ/o Had HmUMa TaKo
na Oyme cupeMHO 3a stabbing query, ¢ TUM IITO HUje HEOMXOIHO MEMOPUCATU JINCTE
UHTEPBAJa y CBAKOM YBOpPY, Behl je moBosman camo 6poj mum. CBaKyu 4BOP TOT CTa-
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Az -

CnukA 16: Maycrpauuja sweep line npunnuna u pesyararta Ax - root.val

(1,10)

/\

(1,6) (6,10)

(1,3) (3,6) (6,9) (9,10)

(1,2) (2,3) (3,4) (4,6) (6,7) (7,9)

CJmkA 17: CermenTHo cTabio m3rpabeno Ham cKymoMm mpaBOyraOHUKA

{0;6}

/\

{0;3} {0;3}
{1;2} {0;1} {1;0} {0; 0}
{0;03 | [{0;0}| {11} [{0;0}] [{0;0}] |{0;0}
CnuKA 18: BpennocTu y YBOPOBUMA CETMEHTHOD €TabJia Ipen amKypupame
OJICEeUKa Ha MO3WUIUju r = 8, a HAKOH aykypupawma r = 5. Bpemrnoctu cy 3anucane

y obauky {6poj marepsaia;val}. [lomro je root.val =6, a Az =8 —5=3, 10 je
«mpebpucana» NOBpIINHA jenHaka 3 -6 = 18.

OJia mpeacTaB/hba HEKU MHTEPBAJ Ca Y-0OCe KOjU je YHU]a eJIeMEeHTAPHUX, TE€ MOKEMO
CBAKOM UYBODPY JHa NPUAPYKUMO BpemHocT val koja he mpencTaBbhaTu aKTYeIHY
IOKPUBEHY» NY:KUHY (BHIIE O TOME KACHUjE).

Cana ce copTupajy CBU BEPTUKAJIHU OJCEYIU IO CBOjOj T-KOOPAUHATU y PACTY-
hem mopetky (y ciayuajy HOkjJamama UCTUX je CBEJeTHO KAKO NeMO uX pacrope-
IUTH), a OHIA Ce UTeprpa Mo BuUMa TUM penoM (T3B. sweep line mocrynak). Kana
ce Haumbe Ha HEKM BEPTUKAJHU OJMCEYAK, HAJIPE C€ WCIUTA KOJUKA j€ MOBPIIUHA
«mpebpucana» y TOKY IIOMeparma y ONHOCY Ha MPETXOIHU ONICEYaK: OHA je jeTHaKa
Az - root.wal, roe je Ax pacTojame aKTyeJIHOT O NMpeTxomnHo obpabenor omaceuxa.
OBa BpemHOCT Ce momaje akTyeJaHO] CyMU KOja MpencTaBiba MOBPIIUHY.

Hakon Tora ce mocrymna pasamdmro y ciaydajeBIMa Kala je ped O «YJIa3HOM» WU
«U3JIa3HOM» MHTEPBAJY: aKO je «YIa3HU», Tala Ce «I00aje» OaroBapajynu marep-
BaJl y cermeHTHO cTabmno (y crBapu, camo ce ysehajy oxrosapajyhie BpemHocTu y
UBOPOBMMA CErMEHTHOr crabisa 3a 1) m askypupajy ce cBe val BpeIHOCTHU KOje Cy
MOTEHIjAJHO U3MEHhEHE; aKO je «MU3JIa3HW», Tala Ce Ta] UHTEePBaJ «u3bamyje» u
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OIET Ce a:Kypupajy CBe MOTEHIMjaJIHO U3MeH-eHe val BpemHocTtu. Aixypupame val
BPEIHOCTU HEKOT YBOpAa Ce BPIIM HA OCHOBY YWIHLEHUIE & je OHA jemHaKa WU
36upy oarosapajyhux sBpemnoctu 3a cBojy memy (y ciaydajy na He yiaasu y ca-
CTaB HUjeAHOI WHTEPBAJIA) WM My:KUHU WHTEPBAJIA KOJjU Taj YBODP MPEACTABIbA
(ako ymasu). 36or mpupoge ymnorpebe val BpemHOCTH Ce UCHOCTABLA Oa je OBO
MOBOJBHO 3a WCIpaBHY (NIPAKTUYHO jeUHO KOopuiilieHy) BpemHocT root.val.

CroxkeHOCT M3rpadme cerMeHTHOr crabia je © (n) a coprupama © (nlogn). Ilpn
AHAJIM3UPAkY CBAKOr of 2n cermeHara ce y O (1) BpeMeHy HpUCTyna BpPeTHOCTH
root.wal, a 'y © (logn) ce axxypupa crabmno. lakmne, pesyaryjyha caosxkenoct je 6am
© (nlogn). A

3.3 CermeHTHO cTabJ/I0 MHOAYKOBAHO HU30M

Pasmorpumo cazna jemHy OUCKpETHY BapuUjaHTy CErMEHTHOr crabisa (oo cazma je
OUI0 PeYN UCKHYUYUBO O HENPEKUITHUM ). Y MECTO Ja O YJA3HUX CKymoBa (HOPMU-
paMo HEKe eJileMeHTapHe, Y OBOM CJIy4Yajy Cy HaM JIMCTOBMMAa CErMEHTHOT cTabia
IpeACTAB/HEHN jeTHOEJIEMEHTHI CKYIMOBU, a HBUXOBU €JIEMEHTU Cy Y3ACTOIMHU e
OpojesBu. Ilakie, yommre HaM HUCY O 3Hadaja BpemHocTtu «usmeby» memaux Opo-
jeBa. M Ham 0BaKO KOHCTPYUCAHUM CTABIIOM je MOTylie BPIIUTHU Onepanuje CInIHOD
TUTA Ka0 U PaHUje: aKypUpPame BPEIHOCTU U MOCTABJ/HAKA MUTAHA O CBOjCTBUMA
HEKOT OIICera.

[1,7]

[1,4] [5,7]

[1,1] 2, 2] 3, 3] [4, 4] [5, 5] 6, 6]

CaukA 19: I[Tpumep cermenTHOr cTabia HaL AUCKPETHUM CKYIIOM BPETHOCTU

OBakxBo cTabJio je KOPUCHO MOCMATPATU Y CUTYallMjaMa Kaga je Ha yJjia3y OaT
HEKU HU3, BPEAHOCTU HPUAPY:KEHE JUCTOBUMA he yriaBHOM OWUTU jeqHAKE BPEI-
HOCTHU €JIEMEHTa HU3a Ha oaroBapajyhem moso:kajy, a mOCTOju MOBOJHHO jemIHOC-
TaBHA 3aBUCHOCT BPEIHOCTU NPUAPY:KEHE POAUTELY U BPEIHOCTU NPUIAPYKEHE Ie-
TETY.

Y cTBapu, HUKAKBA CYNITUHCKA Pa3JIMKa He TOCTOju u3dMeDy MUCKPETHUX U Helpe-
KU JOHUX CKYIIOBa IIPU MMIIJIEMEHTANjU oNepanyja, jeIuHa Pa3InKa JeCTe YUHCHUIA
Ioa HUje jacHa TreOMeTPHUjCKa WMHTeprIperamnuja npobjeMa y MUCKPETHUM CJIyda-
jeBuma. Ilpumene cermenTHuMX cTabdaja y OBOM KOHTEKCTY CY M3Y3€THO INMUPOKE
u u3na3e BaH noMmeHa reoMmerpuje. VMmak, 300r HeKux 3HAYAJHUX [OCIEOUNA UM
mocBehyjeMo mocebHYy TaKby.

ITpuMmEP 8. lar je uu3 A mpupomaux OpojeBa, IpuU YeMy je Ny:KUHA TOT HU3A
jemnaka n. Ham oBuM HM30M ce Bpuiu k omepanuja TUIA:

1° BpemmoOCT eneMeHTa HU3a A UMju je MHOEKC JeNHAK i ce MEma Ha U;

2° 3axTeBa ce OArOBOP HA NMUTAHE «KOJWKM je 30up cBUX egemeHaTa Hu3a A umjn
CYy UHIOEKCU y OICEry OX & IO j7».
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[1,7]:29

/ \

[1,2]: 10 3,4]: 9 [5,6] : 8 [7,7] : 2

[1,1] : 4| [[2,2]:6] [[3,3]: 2] |[4,4] : 7| |[5,5]:3] |[6,6] : 5

CuMKA 20: Bpennoctu ynucane y cermenTHo crabiao Han ausom (4,6,2,7,3,5,2) y
npumMmepy 8

Hajmpe ce usrpamu cermMeHTHO cTabI/IO HA L TOMA3HUM HU30M, IPU YEMY BPEIHOCT
ynmcaHa y HEKM UYBOD IIpelcTaB/ba 30Mp CBUX ejleMeHaTa HU3a KOjU Ce Haja3e y
omcery koju ce omHocu Ha Taj uBop (cuwmka 20). IIpBa ox ose aBe omepamnuje je
Taa €KBUBAJIEHTHA a:KypPUPABmy CEIrMEHTHOr cTabia, a Apyra Tpakemy OaroBapa
Ha ymuT (HEONXOMHO je pasburtw [i,j| Tako ma ce mpencTaBu Kao yHHUja WITO je
Moryhie Mame CKyIoBa IPeACTaB/LEHUX YBOPOBUMA y CTAbILY).

BpemeHcKa CI0KEHOCT N3rpaime CerMeHTHOT crabia je © (n), a cBake onepanuje
O (logn). Hakxe, ykynaa ciaoxkenoct je O (n + klogn). OBo je ouursnenno edurac-
HIje O HAWBHOI pellema koje pamu (y HajropeMm ciaydajy) y © (kn) Bpemeny.

OsBaj npumep he nomoBo GuTu HaBemeH npu pasMarpamny PemBuropor crabia,
rae hie GUTKU IPEACTABIHEHO jeIHO MAJIO €(PUKACHUjE PEIICHeE. A

3.3.1 RMQ mupobiem

CermenTHa crabsa WHIYKOBAHA HU30BUMA Cy V 3HAUYAJHO] BE3UW Ca TAKO3BAHUM
range minimum query (ckpahieno RMQ) mpobiemom (ci060aHO TpEBEIEHO Kao
«HAjMamba BPEIHOCT y omcerys). Hasus morude onx ymura KOjU je OCHOBHA Olle-
pamnuja on 3HavYaja y OBOM 3amaTKy: ako je 3amar uu3 A uuja je my:xkuHa n, Koja je
HajMama BPEIHOCT Koja ce Haja3u u3Mmebhy i-te u j-rte mosunuje y A (mpwm yciaoBy
1<i<j<n)?

RMQ mpobGsem ce jaBma y jaBe BapujanTe. Rama cy momamu Ham KOjuMa ce
[IOCTaBJ/ba OBAj YIUT HEIPOMEHJbMBU, IIOCTOje BPJIO epUKACHA pemema (jeTHO On
BUX KOPUCTU CTPYKTYPY KOja ce HaszuBa sparse tables, a npyro Kapresujcka cra-
6na). Ca mpyre crpame, y Wrpy yJja3e CerMeHTHa crabia Kama Cy TU MOJaIu
POMEHJBUBMU.

Kao y mpumepy 8, man Hu3zoMm je Moryha KOHCTPpYKIUja CerMeHTHOr cTabJia, Ipu
4yeMy BPeITHOCT IPUAPY:KEeHa HEKOM YBODPY OIAroBapa HajMaH0] BPETHOCTH Y OICEry
KOju Taj uBOp OoOyxBaTa. 3aTO 3a CBAKM YBOP KOjU HUj€ JIUCT BAKU Ia je Ta BPE-
HOCT jeJJHaKa Mam0]j OJf BpeJHOCTU yIUCAHO] y Herosy xemy (cauka 21).

Han oBako koHCTpyHCAHMM CerMEHTHUM cTabJIOM ce omepaluje Bpie Ha yobuda-
jen HaumH. Kama ce Bpumu a)kypurpame HEKOr eJeMEHTa HU3a, YCTAHOBU C€ MyT O
KOpeHa n0 oarosapajyher jamcra, ma ce awypupajy CBU YBOPOBU HA TOM IIYTY IO-
nazehin ox nucra. Y cayuajy Tpaskema MUHUMyMa U3 omncera |[i,j| ce «pa3bdujes
Kao yHHUja mTo je Moryhe mMame CKymoBa Ha KOje ce omgHoce uBopoBu. QuuriiemnHo,
n3rpanma crabuaa pamu y © (n), a onepauuje y O (logn) Bpemeny.

HajjemnocraBuuje nmpumene RMQ cy Bummuse Beh m3 mocraBre. Tako ce, Ha
IpUMeEpP, MOKEMO HEKOJIMKO IIyTa MOCTABUTU MUTAMKE: Ol OHUX XOTEeJa U3 OBE YJIIUIE
O KOJUX MOTY Ma CTUTHEM 33 He BUIe Ol t MUHYTa, Y KOM je HajMama IeHa cobe?
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[1,7] : 2

/ \

[1,2]: 4 [3,4] : 2 [5,6]:3 [7,7] : 2

[1,1]: 4| [[2,2]:6] [[3.3]:2] |[4,4]:7| | [5,5]: 3] [[6,6]: 5

CnurA 21: Uaranen usrpabenor cermentHor crabiaa y RMQ npobaemy

[Tocroje nerke npumene RMQ koje Hucy u3 npBe ouurjienne. Jengna o HAjIO3HATH-
jux je Be3a ca 3aJaTKOM KOjU HEJIOM cIana y Teopujy rpadosa, lowest common
ancestor (ckpaheno LCA) npobnemom: 3a nato ypebeno crabiuo (meduHucanu cy
IpEeNadyKy ONHOCH) C€ IMOCTaBJba MUTAKE KOjU je IPBU 3ajeIHUYKU IPEIaK YBOPOBA
a n b. LCA mosxke mupexrno ma ce cBeme ma RMQ mpobiem (Hauun Ha KOju ce
To moctwke opre Hehe Gutm obpaben). Heke mupexrne mpumene LCA ce Tuuy
yCTaHOBJbABAKA TPUPOME HEKUX Be3a y ypebenum crabamma, a CIOKEHUje HUCY
npeaMer oBOT pamna. VMurepecantHna je m mpumena RMQ Ha cTpunrosuma, ¢ TUM
IITO Tala YeCTO JOJa3U U OO IOojaBe CY(PUKCHUX cTabala.

CnukA 22: LCA uBoposa [5] u [7] je [3]

3.4 Lazy propagation

Kana ce spmu omepamuja axypupama (Update) cermenTHor crabisa, HEONXOTHO
je mamenutu Bpemuoctu y O (logn) uBopoBa. YKOIMKO je mpUpOAa a:KypUpamba
TakBa Ja MPOMEHA HUje Ha HUBOY MOjeAMHAYHOr JuUCTa, Bell umTaBor omcera, OBaj
Opoj uBOpoOBa mocTaje mocra Behu M CIIOKEHOCT OBAaKBe omepanuje O Morjia ma
6yne pena Bemuumue O (n) (mpoMene Hacrajy Ha HUBOY mesor crabna). Heku on
BUX he ca Bpsio mManaoM BepoBaTHONOM OuTKH pa3MOTPEHU IpU M03uBY ynura (Haj-
BUIIE ABa YBOPA Ca WCTE BUCWHE YUYECTBY]y y pa3bujamy CKyma Hal KOjUM Ce
Bpmu ynut), noceGHo muctoBu. Hajuembie ce mpucTyna BpeHOCTUMA YHOUCAHUM Yy
uyBopoBe Guucke kopeny. Onasne cienu ocHoBHA uneja lazy propagation texuuke:
npu mo3uBy onepanuje Update ce He m3MeHe CBU YBOPOBU HA HyTYy OO JUCTA. Y
CTBapu, OBO je TEXHUKA OIJIOKEHE U3MEHE.

YMecTo ma ce ajkypupa BPETHOCT y BEJIMKOM OpPOjy UBOPOBA jeTHOT CETMEHTHOT

crabia, caMO ce ymamMTu Oa OO u3MeHe Tpeba ma mobe m askypupa ce BPemHOCT
y kopeny. Kama macTynu Heka Opyra olepalirja, Ipd padMaTpaimhy HEKOI YBOPa
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IIOCTOj¥ MOTYNHOCT 1a IOCTOje asKypupama KOja jé HEOIXOIHO Pa3MOTPUTHU. ek
Taga ce obaBe3a M3MEHe «IIPOCIeIU» HEroBoj menu (CeM y ciydajy Kala je ped o
JUCTY ).

Y 3aBUCHOCTH Ol KOHKDETHOT 3aJaTKa Ce MeHa U TeKUHA UMIIeMeHTanuje (Haj-
JAKIIEe je 3a yIOuTe KOjU Ce TUYy CyMe). 3a CBAKUA YBOP y CErMEHTHOM CTabiy je
YTJIABHOM HOBOJLHO HAMTUTHU jeIHY U3MEHY KOjy jeé HEONXOIHO IPUMEHUTH.

ITpuMmEP 9. Pasmorpumo cana murnamuuky Bapujanty RMQ mpobiema ca cie-
nehoMm mM3MeHOM: yMeCTO na Ce Melma BPETHOCT jeTHOT eJIEMEHTa, CBE BPEAHOCTH
13 HEKOr mHTepBaja ce yBehasajy 3a Heku onpebheru 6poj x.

NMvnnemerntupana cy pemema oBor mpobiiema ca u 0e3 ropumnhewma lazy pro-
pagation TeXHUKe, HAKOH Yera Cy MepeHa BPEeMEHa M3BPINaBama IPU PA3IUIUTUM
BesmuuHaMa yiaasHor Hu3a (N) u 6pojem ymura (@), mpu deMmy Cy HU3 U YIUTHU
HacyMuyHo regepucanu. Ciene Tabese ca KOjUX MOI'Y [ Ce OUUTA]y BPEMEHA U3BP-
maBama Iporpama.

OnaBme ce jacHO Buou na ©e3 OBaKBe TEXHUKE Yy IPUMEPUMA TAE CE€ KOPUCTHU
OBaKaB yOuT mOcCTaje ODECMUCIEHO He KOPUCTUTH lazy propagation. AN

3.5 Yonmreme 3a BUIlle IUMEH3Uje

o cama cy Owumna pasmarpaHa cerMeHTHa cTabja y ciaydajeBuMa Kaga Cy CBU
CKYTIOBY OMJIM HEIPEKUIHU OICEUIM UIU WHTEPBAJIU HA HEKO] mpaBoj. Mebyrtum, y
mpakcu ce dyecto cpehy mpobiemu koju 3axTeBajy obpamay BeJuKOr Opoja Tavaka
WU CKYyIOBa KOjU ce Haja3ze y mpocropuma mumensuje 2, 3, 4, ..., k. 3a Tarse
cuTyalmuje je omeT Moryhe KOPUCTUTU HEKY BAPUjaHTyY CEIMEHTHOT cTabJia.

Y mpumepy 5 yBeneH je mojam xumepkoike. OH ce MOKe MOIIITABATHU, Al HAMA
he onx mocebuor maTEepeca buTu XunepupasoyraoHuru. [lomro ouekyjemo na ce y
IpOCTOpUMa AUMEH3Uje | OHM NEreHEPUIIy y CErMEHTEe, Y MPOCTOPUMAa NUMEH3Uje
2 y mpaBOyTraoHUEKe, a y IPOCTOpUMa AWMEH3HWje 3 y KBaApe, Tala je IPUPOITHO
neuHICATH:

JEerHUIINIA 5. Hera je R” IpUApy:KeH oarosapajyhm aduHum mpocTop, a
[a1,b1], [ag,ba], . . ., [ak, bk cy cermenTu. Tana je [a1, bi]x-Xx[ag, by] xunepupasoyrao-
HukK (oBze je X JlekapToB mpousBox).

Ilakmne, oCHOBHA MUIeja je ma ce M3BPIIM CerMeHTanuja u ¢popMmpa crabio, mpu
yeMy he jucroBuMa cana OWTU NPEACTABIHEHU PA3JIWYUTUA €JIEMEHTAPHU XUIEP-
mpaBoyraoHunu. Y ciaydajy auMmeHsuje kK = 2 ped je o mpaBoyraoHurmMa. Kao
mTo je npuMeheHO y HocamalmllmbuM pa3MaTpamuMa y ciaydajy k = 1, oun he Gutu
dopMupaTy o1 MOJA3HUX k-TUMEH3UOHUX XUIEPIPABOYTaOHUKA (KOJU MOMKIA HUCY
eKCIUIMIUTHO JaTU Ha yJIa3y, aju ce Oajy OAPEIUTH y 3aIaTKY ).

Pazmorpumo crpykrypy jemmor k-mumeHsmoHOT cermeHTHOr ctabaa. Hajupe ce
Kpeupa CerMeHTHO cTabJio TaKo IITO ce y3uMajy y o03up Mpojeknuje Ha T-0Cy
KOODAMHATHOI cucTeMa (OBO je OCHOBHO, je€IHOAMMEH3UOHO CErMEeHTHO CTabio).
MebyTumMm, cBaKOM YBOPY OBAKO KOHTPYUCAHOT cTabJia ce MPUAPYKUA U CErMEHTHO
crabmno pena k — 1 koje ce masbe CIWYHO neQUHUINE: HAjUpPE Ce KOHCTPYUIIE HAL
IpojeKnujaMa Ha Y-0Cy, Ma, ako MOCTOjU BUIIE AUMEH3Wja, Ha 2 UTH.

W3mene koje ce BpIe y OBAKBUM CUTyalljaMa Cy je JHOCTABHE, CAMO je€ HEOIXOIHO
BOAUTHU PavyHa O KoopamHaTaMa. IcTO TaKo je JaK0O UCIUTATU U BPEMEHCKE CIIOMKE-
HOCTU OBUX IocTymnaka. Heka je mumensuja cermenTHor crabna jemmara k. Ako ce

M3y3Me MOJIA3HO COPTUPAKE, U3rPalma 3axTeBa O (nk> BpeMe (y CBAKOM «HUBOY»

momajemo jom O (n) uoposa). Kama mocraBumo nurame y Be3U ca HEKAM XUIEP-
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2D Variant Segment Tree (Concept)

CnuKA 23: 3uaveme cBakor uBopa 2d cermMeHTHOr crabia: mpuMep Ha
MUCKpeTHUM ckymnom (u3sop: [11])

IPaBOYTaOHUKOM MJIM BPIIMMO &Ky PUPAIE HEKOT €JIeMEHTAa, HajIpe M30JIYjeMO He-
rOB IIOJIO/KAj MO T-KOODIWHATU, & OHAA y CBAKOM OJ OZaOpaHWX YBOPOBA HIPBOT
«HMBOA» CEI'MEHTHOI cTabJya paguMo mM30Jalnujy y cieneheM «HUBOY» WTH. IITO

naje Bpeme O <loglC n) Kao mrTo Bmammo, m3y3eTHO je m3pasKeHa KJIETBA OUMEH-
3MOHAJHOCTUA: BPEMEHCKa Cy €KCIIOHEHIIWjaJIHO JIoKrja mTo je Beha nuMmensuja.

ITpMEP 10. laTta je Mama HEKOr peruoHa, NIPU YeMy je OH IPUKa3aH Cer-
MEHTUCAH Ha KBaapaTuhe ¥ MO3HATA je CPeamba BUCUHA PEruoHa y OKBUPY TOT
kBangpatuha. C BpeMeHa Ha BpeMe ce a:kypupajy momanu 300T PAaHUjUX TPEIIaka
y Mepewmuma. C apyre cTpane, peIOBHO Ce O HAC TPaKU A4 JOCTABUMO IIOAATKE
O TAYKU HajMalke HaIMOPCKE BUCUHE y HEKOj 00JacTH.

Y crBapu, oBaj 3amarTak ce ceoau Ha RMQ) y mBe mumensuje. Y KOJIUKO OUCMO
M3TPAIUIN OBOIMMEH3MOHAJIHO CErMEHTHO cTabjo HA DaTOM MaTPUIOM, Taaa Ha
CBAKU YIIUT MOYKEMO Ia OArOBOpPUMO y O (log2 n) BPEMEHY, IPY YEeMY HaM je& HEOIXO-
aHO © (n2) BpeMe 3a M3rpaamy crabia. A

HaskanocT, mako je mMmiaeMeHTaIllja CErMEHTHUX crabaja y BUIIE AUMEH3Uja
jemHOCTaBHA, OHA HE nAaje 3amoBoJbaBajyhe pesynrare. 3aTo ce y CIOKEHUJUM re-
OMETPHUjCKUM 3aXTEBUMa KOPUCTE HEKe e(UKACHU]e CTPYKTyPe IMOJATAaKA.
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4 $PerBUKOBO cTabJIIO

IIpobremu Koju ce pemaBajy CEeTMEHTHUM CTaOJJOM Ce YeCTO jaBihajy y OOJIUKY
KOjU 3aXTeBa MMIIJIEMEHTAIM]Y ABE BPCTe olepanuja:

1° mpoMeHna BpeIHOCTV KAPAKTEPUCTUYHE 34 HEKU €JEMEHTAPHU WHTEPBAJI;

2° ompebuBame ocobuHEe KOja 3aBUCH OJ BPEOHOCTH KAPAKTEPUCTUYHUX 34 CBE
MHTEPBAJIe U3 HEKOT OICera Tj. O ¢-TOr OO j-TOT WHTEPBAaJA.

Y me masiom 6pojy npobaemMa pemuBUX CEIMEHTHUM CTA0OJJIOM Ce MU €KCILIUIIUTHO
BpIIM TpPOMeHa ObJmKa omepanuje 2° mau je Moryhe cBecTu je Ha jeqHOCTABHUjU
obauk koju raacu: ogpebhyje ce ocobmHa KOja 3aBUCHU O BPETHOCTU KOje Cy Kapak-
TEPUCTUYHE N0 HEKOI MOYEeB O MPBOT ejieMeHTapHOT wHTepBaJsga. OBaj pe3oH je
IIMPOKO NPVMEHJ/BUB U y jEAHOCTABHUjUM 3ananuMa: 30up CBUX ejJeMeHaTa HEKOT
HU3a OJ {-T€ OO j-Te MO3UlMje Oa Ce OnpenuTu Kopuctehm 30mpoBe On MOYETKA
ma oo mo3unuja ¢ — 1, OAHOCHO j. Y OBAKBUM CHUTyalljaMa ce He mpuberasa mM-
IJIEMEHTANUju CerMeHTHOr cTtabiia, Behi ce KopucTu HemTO ePUKACHUja CTPYKTYpa

moJaTaka Kojy HasuBaMo PeHBMKOBO crabsoll.

MortuBanuja 3a kopumheme PeHBUKOBOT cTabiia HAL CETMEHTHUM j€ BUIECTPYKA.
Kmyunu pasznosu cy jemHOCTaBHUja WMINIEMEHTANMja W HEIITO MAamkha MOTPOIIHA
pecypca (u3mena y koncrantu). V3 Tor pasmora je npumena Pensurosor crabia
MUPOKO pacupocrpamena. Mnak, nqpxehu ce reme (Ipumene y reoMeTpuju), OBre
ce Hehe IIOCBETUTU HapPOUUTa IIaKmba IhUMa.

Nnak, HaBeouMO OCHOBHY CTPYKTYpPY jemuor PenBuroBor crabsa. PEeHBUKOBO
cTabio ce, KA0 U CErMEHTHO, TakoDhe rpaau Haq HEKUM MOJIA3HUM HU30M (eJIeMEeHTU
TOI HU3a Cy JIMCTOBHU) y CBOjoj Hajuemho] Bapujantu (auckperHu nomamu). Panu
jemHoCTaBHOCTU, MPETIOCTABUMO na je Opoj edeMeHaTa OBOT HuU3a n = 27, U HajOpe
n3rpaigrMoO CEerMeHTHO CTa6JIO HaJJ OBUM HU30M.

IIpumerumo, mehyTum, ma HAM 38 TPaKEHO CBOjCTBO CBUX €JIeMEHATa HU3a O
OPBOT O j-TOT HUCY HEOIXOJHU CBU YBOPOBU Oa OU Ce OAP/KAJIO JIOTAPUTAMCKO
BpeMme. Ako je j = 1, moBoJbaH HaM je caMo IPBU JIUCT; aKO je j = 2, MIOBOJbAH HAM je
HEroB POMUTEJL; aKO je j = 3, MOBOJbAH HAM j€ UYBOP M3 cjaydaja j = 2 U YBOP KOjuU
mpeacTaB/ba Tpeu eseMeHT HU3a; aKo je j = 4, TOBOJbAH je YBOP KOjU ONMUCY]je MpBa
vyerupu ejeMmenta utn. Beh cama youaBaMoO M3BEeCHY Be3y ca OMHADHUM 3aIKCOM
Opoja j, mTO ce youaBa u3 MPABUIHOCTUA KOjuUM ce Oupajy YBOPOBH.

[1,8]

/\

[1,4] [5, 8]

1, 2] 3, 4] [5, 6] [7,8]

[1,1] 2,2] 3, 3] [4,4] [5,5] 6, 6] [7,7] 8, 8]

CUIMKA 24: MuHMMAJIaH CKyI YBOPOBA HEONXOMAH 3a MPEACTABILAHE MPOU3BOJHLHOT
cryma [1,7], tme 1 <j <8

IIpu mpencraBmajy Opoja j y3mMumo y o063up HeroB OMHADHU 3amuC. Y 3MUMO,
npumepa paau, j = 13 = 01101e. IIpumerumo na ce rapakrepuctura [1,j] moske

11 . .
3a 0BO cTabio Cy ydyecTaJu U HEKUM APYTU HasuBu, usMmeDy ocrtamux u: binary indexed tree
(BIT), kymynaTuBHO cTAbJIO.
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OpeICTABUTU KAao YKyIHA KapakrepucTtuka ciaenehux noxckymosa: [000012,010002],
[010012,011002] u [011012,011015]. A ympaso ce oarosapajyhu uBopoBu HaJsaze y
cermeHTHOM cTabiay! Y cTBapm, CTANHO HOAAjEMO CBE Mame CTEleHe IBOjKE NOK He
mobujemo j: 13 =8+ 4+ 1 (Mmamu cy, y3uMaMO YBOPOBE DA3IUYUTUX BUCUHA: AKO
Oucmo ongabpaJi Ba CycenHa YBOPA MCTE BUCWHE, TO jeé UCTO KAao Ja CMO omabpain
bUXOBOT 3aj€IHUYKOT DOUTEhA).

[1,8]
l
1, 4] / 5, 6] \ [7,7]
l
1, 2] (3, 3] [5, 5]

l
[1,1]

CIIMKA 25: Jeman HavuH npencraBibama PEeHBUKOBOr cTabiia: BUAMMO 18 OBAKO
HUje OMHAPHO, aji T'a UMAK CMATPaMO 3HAYAJHUM jep IPEACTaB/ba KKOHTPAKIIU]Y>
CEerMEeHTHOr cTabiia

HapaBuo, oBakBo pememe je moryhe, amu PenBuroBo crabiso he campsraTu
UCKJ/BYYMBO OHE YBOPOBE KOjU CY HEOIXOIHU 38 MPEINCTABJHAKE OUIIO KOT CKyIa
obsuka [1,j]. Iakie, HUCY HEONXOIHM YaK HU CBU JINCTOBU: YKyHmHO he Gurm Gaix
7, YBOPOBa y cTabiuy u To he j-Tu on BmUuX OUTH MOCIenmn KOju YUYECTBYje yV Ipe-
crasmpamy [1,j].

[Tornenajmo Ha mTa ce Tama CBOAE MPETXOMHO HABEIEHE Ollepalldje:

1° Vi3ameHOM BpPEIHOCTHM HEKOT €JIEMEHTAa IOJIA3HOT HU3a MOCTAjeé HEONXOMHO Aa
ce aKypupajy M3BeCHU UBOpOBHU y cTabiy. Y cayuajy j = 13 u n = 16 no-
crymak je caemehu: 010015 — 010109 — 011002 — 100002. ¥ cTBapum, umeja
je ma ce mocnenmu «OJIOK» jeauHWIA 3aMeHU HyJaMa, a Oa Ce IPBa HYyJa
Behe Texxune 3aMenu jemuuunoM. IIpuMeTrnMo na je HEKO TPEHYTHO T OOJIMKA
x = ...00111...11000...002. VMuBepTOBamEM CBUX OUTOBA (HEMOTIYHU KOM-
miaemenT) nobuje ce 6poj obmmra T = ...11000...00111...115. HomaBamem
jenuHuie oBOj BpemHoCTH (HOTIYHM KOMILJIEMEHT, ONHOCHO CYIpOTaH Opoj)
nobuje ce —xr =...11000...01000...002. x u —x ce y OBUHAPHOM 3aIUCY MOK-
jlaajy MCKLbYYNWBO y ONudpamMa Yuje TeRKWHE OAroBapajy «KpajlmuM HylaMas
u jenHoj jemuHui. Taj 3ajeqHUYKM HeO W Ta MPBa jeOUHUI ce nobujy or-
epamujoMm OGunapue koHjyHKmuje: x and (—x). lomaBamem x oBOMe ce mobuje
...01000...00000...002, mro je ympaso caenchu Tpakernu 6poj. lakme, xo-
pak je x + (x and (—x)).

2° JIpyro Kiby4HO OUTAHE JeCTe KAKO PA3JIOKUTU HEKA AaTu OPO) j HA IPETXO0IHO
HaBeneH HaumH: y caydajy 13 = 011012 6umo je 011012 — 011002 — 010002. 3a-
KJBYyUYjEMO Ia je HEOTMXOTHO Ma MOCIeNkhY je IUHUIY ¥ OMHAPHOM 3al1Cy HEKOT
Opoja x 3amenumo HyJaoM. [locToju BpJsio jeqHOCTaBaH HAUWH & CE OBO YPaIU:
ropucrehu ynmenuily na ce r 1 £— 1 pa3iukyjy caMo y OHUM OUTOBUMA IIOYEB
Ol OHUX HajMaHl-€ TEeKUHE IIa IO «HajMame» jeQUHUIE y 3aIlUCy T CIenu na
ce caenehwu 6poj y npencrasmamy j mobuja npumenom x and (r — 1).

Nmnnementanuja $enBurkoBor crabsa mehemo BpmuTu KopumhemeMm crabaia u
moKasmBava, Beh caMmo jemHor jeawHOr moMonhHOr HM3a. 3aTO je ydecTasio KOPUII-
heme uzpasza «kymynaruBae tabese».
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Ilonamame y mpakcu pa3MaTpaMo y HAPEIHOM IPUMEPY, OCHOBHO] MIPUMEHU OBe
CTPYKTYpe, rae heMo pa3MOTPUTA U €YUKACHOCT.

4.1 W3pauyHaBam.e IpepUKCHUX CyMa

IIpe¢urcHe cyme nekor Hu3a A npencrasibajy Hekn Hu3 Py tako ma: Py [1] = A[1],
Ps2] =A[1]+ A[2], ..., ogHOCHO:

y3 momarny nedunununjy Py [0] = 0.
OcHoBHA TpUMEHa TPEPUKCHUX HU30BA je 3a e(PUKACHO M3padyHaBame 30upa
Afil+Ali+ 1]+ ...+ A[j]: To ce na m3pauynaru npexo Py [j] — P i — 1].
[Moacernmo ce mpumepa 8: HU3 A je TPOMEHJ/PUB U BPIIMMO BEJIUKU OPOj yIUATA
y KOojuMma ce 3axTeBa 30Mp CBUX ejleMeHaTa Hu3a A IOYEB OX jeqHe M 3aKJbyYHO
ca HEKOM IPYrOM HO3UIUjoM. 3a eduracHo onpebuBame oBor 306mpa KOPUCTUMO
npedurcue cyme Py [k] (Ha ocHOBY Masonpe HaBeneHe pesanuje).
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CnukA 26: Cruna «kyMmysnaTuBHuX tabena» (u3Bop: [8])

Youumo PenBuroBo cTtabiio HaL OBAKBUM HU30M U oaroBapajyhwm uus F4: Kapak-
TEPUCTUKA HEKOT cerMeHTa (i, j] (koja hie buru ynucana y emement Fjy [j]) je ynpaso
36up cBux eseMeHara ozx i-tor 1o j-tor. Onpebusame Py [k] ce oapebyje npumenom
omepanuje 2°, a M3MEHAa HEKOI €JEMEHTa yIPaBO OAroBapa omepamuju 1°.

Crnemu meo MMIIEMEHTAI]E:
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/,1{6;l¢4 R
YecTe jemnocTaBHe mMIIeMeHTaInuje omnepanuja y PeHBukoBoM cTadIy
// argumenti: nova vrednost, pozicija izmenjenog elementa,

// polazni niz, indukovano stablo, dimenzija niza
void Update(int newVal, int pos, int A[], int FA[], int n)
{
int k = pos;
int v = newVal - A[pos];
while (k <= n)
{
FA[k] += v;
k += k & (-k);
¥
}
// argumenti: indeks do kog ide prefiksna suma,
// indukovano Fenvikovo stablo
int FindPrefixSum(int pos, int FA[])
{
int k = pos;
int sum = O;
while (k > 0)
{
sum += FA[k];
k=k & (k - 1);
}
return sum;
}
o J

Omnepanuja 0BaKBOr TUIA HAJA3UW PA3HE NPUMEHE W PEJOBHO Ce jaBiba y HEKUM
caoxkenujuM npobaemuma. Vnak, nehemo ce masme muma OGaBUTH.

1-1 12 33 14 5% 56 77 18 99 910
BiT [10]35]22[64[34[36] 9 [121]16]32]
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CHuKA 27: Jlpyru HaUWH OpeacTaBbamha «KyMylaruBHux tabeaas (u3sop: [11])

4.2 llopebeme PeHBUKOBOT 1 CErMEHTHOT cTabdJa

Huje moryhe pemwurtu cBe 3amaTke pemwuBe cerMeHTHUM crabiiom n PeHBUKOBUM
(RMQ), amu je tauno obparno. Mebhyrum, mvniuementanuja kopumhemem cer-
MEHTHOI cTabja je HemTO KOMIUIMKOBAHUja, & YjeIHO U Mame eduracHa (Mako Cy
BPEMEHCKE CJIOKEHOCTU CBUX olepanyja maeHTtuuyHe, PeHBUKOBO cTabIO KOH3WC-
TEHTHO [TOCeyje IPETHOCT y MpaKCH jep je 6poj omepamnuja je BUMIECTPYKO MAHM).



32 Annpej Msamkosuh

Lazy propagation crpareruja m OBAe IPOJA3W HA MOTIYHO MCTU HAYWH, KAO U
yommmreme 3a Bumie nuMmensuje. llakmae, PenBuroBo crabiao Ou TpedaIo KOPUCTUTH
KaJ rona je To Mmoryhe.

Hasenumo, Ha Kpajy, 1 jedaH mpuMep U3 TreOMeTpuje:

ITpuMEP 11. (Bankancka onumnujana n3 nHpopmarture, 2011.) Pasmorpumo
nBe xopusoHTaJHE mpaBe. T'pame3 T; m3ameby oBe nBe mpaBe mMa OBA TEeMEHa HA
ropm0j U ABa TeMEHa Ha NOWmO0j npasoj (Bumetu cuauky). O3maummo ca a;, b, ¢; u
d; amcrmce ropmer JIEBOT, TOPHEr JEeCHOT, MOWmEer JIEBOI W MOMer JEeCHOT TeMeHa
tpane3a 1, pecnexkruBuo. [lomckyn S oBuX Tpame3a ce Ha3uUBa HE3ABUCHUM aKO Ce
HUKOja nBa Tpamesa u3z S He npecenajy. Oapenutu BesuunHy HajBeher He3aBUCHOT
CKyIla Tpalle3a ako je 6poj Tpamesa n, rae n < 10°.

CJMKA 28: IIpumep ckyma Tpame3a (BpXOBU U IHA Tpale3a Cy IMOMEPEHU DaIu
BUIJBUBOCTH )

Hajupe ce c¢Bu oBu Tpamesu coprupajy mo ropmoOj MECHO] IPAHUIM W IO TOM
nopetky ce ¢popmupa jenno PeHBuroBo cTabso (HAL AUCKPETHUM CKYIIOM: CBaKU
JUCT IpeAcTaBba jenad rpame3). CBaku nuct npencrasiba Hajselim 6poj mucjyHk-
THUX Tpame3a KOju MOTy ma ce omabepy 3aK/byUYHO Ca OHUM KOjU Taj JUCT TpPe-
craBba. CBaKy IPYTrU YBOP y3UMa BPEIHOCT MAKCUMyMa CBOja IBa NEeTeTa, a TUMeE
ce ocrBapyje moryhuaoct muaamuyror RMQ.

Ilame ce m3mBOje MOMma JeBa M OOHA OECHA TEeMEHA CBUX Tpale3a U 3ajeTHO
COpTUPAjy, IPU YEMY Ce 3a CBAKO MaMTU U A& JU je JIEBO WJIU JNECHO W HaA KOju
Tpame3 ce OTHOCU. Y KOJIUKO je pedu O JIeBOj TPAHUIM, TPAIe3y ce TIPUAPYRU OPOj
koju je 3a jemam Behu on majseher 6poja y PemBuroBoM crTabiy, mpu uemy ce
y 003up y3uMajy OHU Tpame3u 4Yuja je ropma MJeCHAa TPaHUIA JEeBO O TOpme
JIeBe TPAHUIE TPEHYTHOT Tpame3a. Y KOJIUKO je Ped O NeCHOj TPAHUIM, U3PAUyHATHA
Opoj ce 3abenexku y ®PeHBUKOBOM cTabiy, ymMMe je OMOTryheHO HmeroBo «yuemhes
y pe3yararuma 3a KacHuje obpabene Tpamese.

Konauan pesynarar je MakCMMyM OX CBUX OpOjeBa NIPUAPYKEHUX Tpale3uMa.
O6Gasma ce O (n) ynura man PenBurosum crabiom, te je O (nlogn) ykynua Bpe-
MEHCKA, CJIOKEHOCT OBAKBOT PeIlerha. A
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5 kd cTabJo

IIperocTraBuMO na HaM je HaT CKyI Tadvyaka y IpocTopy. Tama mocToju jemHa Kaaca
FEOMETPUjCKUX YIUTA KOjU CY CIAUYHOT TUIA U CA BEJIWKUM OPOjeM IpuMeHa:

e OnpebuBame Tauke U3 OBOT CKylla KOja je HajOnmka HEKO] naTroj — nearest
neighbour (NN) ynur. OcHOBHA IpuMeHa Ce jaB/ba y OPrAaHU3ALUJU CIY:KOU
ca XUTHUM peakIlrjaMa: BaTporacHa ciays:kba, monunuja, xutaHa nomoh. Moske
Ioa ce KOPDUCTU W Yy caBpeMeHuM online anaukanujama 3a oapebuBama Haj-
Omwxer gokasa Hekor Tuma. OBaj YIUT ce jaBiba U y HEKUM XE€YPUCTUKAMA U
ONTUMU3ANUOHNM IpOGaeMuMa (Hpo6IEeM TProOBaUYKOI IIy THUKA).

e OnpebuBame majsehier moryher mpaBoyraoHwmka KOju HE CAIPKU HUjEIHY
taurky. OBO Mo:ke ma Oyme KOPUCHO YKOJUKO Ce MJIaHWPa U3TPanmba HEKOT
objerxra mTo je moryhe Behe moBpmmHe.

e Range searching ymutu: oapebuBame Opoja Tayaka y HEKOj obsacTu, HEKOT
E€KCTPEMAJHOT CBOjCTBa y OBJIACTH. . .

Opn unrase spatial query knace ynura (IPOCTOPHU YIUTH), NPUMEHJbUBUM MDY
pany ca 6azama momaTaka y KOjuMa Cy IOCMaTPaHu 00jeKTu reOMeTPUjCKe IPUPOIE,
mocebHo cMo u3aBojusiu oBe. OUekyjeMo na MHAEKCUPAKhE CBUX TAvaKa MIPEKO HU3a
mehie martw 3amoBosbaBajyhe pesynarare nmo nuramy ePUKACHOCTHU, T€ HAM je HEOIXO-
IIaH HEKAKaB IMPOCTOPHM MHIEKC. 3a oBakse norpebe xopuctu ce kd cradmo'?.

Cymruaa crpykType kd crabna ce 3acHMBA Ha CEIMEHTAIMU MPOCTOPA: HAJIPE
ce CBe TauKe MOJeJie y OBa Mame-BUIlle jeqHAKO OpOjHa MOACKyIma Koje pasaBaja
jemaH ycioB: OIHOC ca HEKOM KOODAMHATOM (CBe Tauke uuja je omrosapajyha ko-
OopIVHAaTa Mama Ol Te pefepeHTHe HaJja3e Ce y jeTHOM CKyIly, OHe 4yuja je Beha
HaJia3e ce y APYTOM CKYIY, a y CIAyYajy jeTHAKOCTU MOCTOje Pa3IUKe Y 3aBUCHOCTH
on mpuctyna). Hakon Tora ce peKypeHTHO BPIIX IOAea OBUX MOACKYIOBA HA UCTU
HAUVH, aJli Ce Cala BPIIM Pa3aBajame [0 HEKOj APYroj KOOpAWHATH (AKO je IpPBO
pasmBajame OMIIO MO T KOOPIAWHATHU, NaJhe UIe IO ¥, Ha MO 2z UTH. ..Kamda ce mobe
[0 TOCJIeHe, TIOHOBO Ce IeNU O & KOOPAVUHATH).

Peu je, makme, o crabmy manm k-muMeH3MOHMM momaiuma. ¥ ciaydajy k = 1 ce
maMTe Tadke KOje Cy y COPTUPAHOM MOPETKY U OBO je OHIa OWHAPHO cTabiio mpe-
tpare (mpumep 1, omesmak 2.1). Y cayuajy k = 2 ce omepume ca jeJHOM DaBHU, Y
cayudajy k = 3 ca mpocTOpoM UT.

UcnocraBuhe ce na je oBako popMupano ctabio BpJIo MOAECHO 3a 3a1aTKE HaBe-
nenor tumna. Ila Ou ce crabiio Kpempasio, HEONXOMTHO je OAPEAUTU Ty TPaHUILY
KOja ce moBJIAYM paau MOJaese Ha IBa MOACKymHa. JemHocTtaBHO Ou OmI0 y3eTu ap-
UTMETUYKY CPEeIuHy, ajJU jé TO He3rOJHO Yy BEJMKOM Opojy ciydajeBa jep Tauke
YIJIABHOM HUCY «PaBHOMEPHO» pacmnopebene (HAPABHO, YKOJIUKO TEKUMO MPABJI-
jemy Gamancupanor crabusa). /la 6u Ouia w3BplIeHa HOAeNa HA IBA CKyIa IPU-
6IMKHO jemHake OPOJHOCTHM, HEONXOAHO je oApeInTy Memuja”Hy (mpu tome hemo
UTHOPUCATU yoOudyajeHy ne@uHUNIMUjy ako je Opoj ereMeHaTa HapaH: apUTMETUYKA
CpeIuHa NOBA CPEAma €JIEeMEHTA).

2Kopuctu ce u 3amuc k-d crabio y sureparypu. [Ipu nyt kana je yseneno («Multidimensional bi-
nary search trees used for associative searching», Benruun, 1975.) ce TOBOPUIO 0 «yOmIITEmY GUHAPHOT
crabma mperpare».
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C

Cnura 29: [Togena mpocTopa Ha CEIMEHTE

CnukA 30: kd crabio popMupaHo HAL CETMEHTUCAHUM ITPOCTOPOM

5.1 Quickselect anropuram

Y HauWBHOM CJAy4Yajy, MeaujaHa HEKOT HU3a Ce€ OAPEeAr TaKO IITO Ce Hajlupe U3Bp-
MU COpTUpame, Ma Ce y3Me cpenmu eneMmenT. Vmak, oBakaB MOCTYIAK 3aXTEBa
O (nlogn) Bpeme, rme je n gysmHa Huza. Ox ocranux MeToma m3nBajamo, 360r
jemaocrasuocTu, Quickselect amropuram.

Quickselect mma cauuny upejy xao Quicksort amropuram coptupamma. Ilocma-
TpajMo Hu3 A kKoju mma n exeMmenara. Heka ce TpaKu eJeMeHT Ca IMO3UIUjOM K
y copTupaHoMm HU3Y Tj. k-Tu HajMamu. Hajupe usmsajamo Heku enement z (Koju
30BEMO MUBOT) M UCIOUTYjeMO kKoju cy enementu y A mamuy, a koju Behu oxn mera
(y cayuajy jeQHAKOCTHU je MOTIYHO CBEjeAHO y KOjy IPYIY r'a CTaBHAaMO). Y KOJIUKO
IpeypearMo HU3 TaKO Ja CY CBU €JIEMEHTU KOjU Cy MabW O T Npe Imera y HU3y, a
OHU KOju cy Behu onm x mocie mera, Tajga Ce T HaJa3W Ha UCTOM MECTY y KOM Ou
ce HAJa3UO y COPTUPAHOM HM3Y — O3HAYMMO Ty mo3uiujy ca p. Ha ocHoBY oBOTa
MOKEMO Ma 3aKJ/bYYMMO Ia JU je OH Maru, Behu mam Gain jenHak TpaskeHOM k-TOM
HajMameM eJEMEHTY, Te€ pa3dBajaMoO CIIydajeBe:

1° yroauko je 6am p = k, Tana je r pememne;

2° YyKOJMEKO je p > k, Tama ce TPayKeHU €JIEMEHT HAJA3U y MeJy HU3a 3aKJbYUHO
ca eJIeMEeHTOM Ha MO3UIuju p — 1;
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3° yronuko je p < k, Tama ce TpasKEHU €JIEMEHT HaJla3u y MNeJy HU3a MOYEBIIN
oI ejieMeHTa Ha mo3unuju p + 1.

Y cnyuajy na k-Tu HajMamu eJIeMeHT Huje onpeleH, moHaBba Ce TTOCTYMAK, C TUM
MTO ce MMBOT Oupa u3 gomycruBor permona. OBaj mocTynak ce moHaBsba (Jakie,
Memhajy ce JeBa U JeCHA FPAHUIA Y KOjOj Ce TPasKeHU €JIEMEHT HAaJa3Uu) U CUTYPHO
he ce KopekTHO 3aBpPIIUTH.

[TocmaTpajmo paj oBor ajaropurMa Ha npuMepy Husa (1,6,2,9,4,7,5), roe Tpaku-
MO 4UYeTBpPTHU HajMaI—LI/I €JIEMEHT:

(11,6,4,9,2,7,5|),
(11,4,2,5,6,7,9),
(11,4,2,5],6,7,9),
(11,2,4,5],6,7,9),

(1.2.4,[[5].6,7.9).

Y majropewm ciayuajy, Quickselect pamu 'y © (nQ) BpeMeHy (Ha mpuUMep, aKO CTAJHO
6upamMo NpPBU €JIEMEHT 3a NMBOT, a Hu3 je Beh coprupan). Wmak, odyekmBaHO U
IPOCEYHO BpeMe pajia OBor ajaropurMa je O (n) jep je ouekuBanu 6poj urepanuja 3a
HAJIAKCEHE MeIUjaHe BPJIO Mayn (MCTU apryMeHT IPaBIa y3UMambe 1A jeé BDEMEHCKa,
caoxkenoct Quicksort amropurma mara ca O (nlogn)). Ilpemnnaxke ce HACYMUYHO
Oupame mUBOTA A3 OU ce MOCTUIJIN OBAKBU €(EKTH.

5.2 Ilpwmanun ¢pysrmuonucama kd crabdsa

Pamu npahema pana kd crabaa HeonxonwHo je Hajmpe HaOpojaTu CBE omepalyje Koje
je mam wuM moryhe BpmuTu. 3a Heke je onTuMu3oBaHO (kpeupame, NN search), a
3a Heke yommre Huje (ybOarumBame HOBOT €JIEMEHTa, Opucame).

Hajupe maBemumo momohse momarke y crpykrypu crabia. Ilopen mykux moka-
3uBaya Ha Mely U momaraka o Tauku (Moryhe ummiemenTupaTtu Takobhe mpexo
nokasmBadva), Tpebaso 6u maMTUTU U U3BECHE MOMONHEe moxaTKe: CBe OHE KOODAu-
HATE KOjeé TOBOPE O KOM Ce Jeiy MpoCTopa paau (MOITO HEKM CErMEHTU MPOCTOPa
uMajy rpaHuie ob0JumKa +00, MOCTOjeé PA3JIUYUTUA HAUYWHU OTPEBA3UIAKEHA OBOT
npobieMa y 3aBUCHOCTU OJ KOHKPETHE CUTyallUje: WJIU Ce 33a7a HeKu Opoj Koju
M3J1a3W U3 IpeaBuheHux OrpaHndena 3a yJas3He IOAaTKe WM Ce YBOIHU moMOhHA
IPOMEHJ/bUBA JIOTUYKOT THUIIA).

Kpeupame. 3a kpeupame crabia ce KOPUCTU PEKyp3UBAH MOCTyHak. Ped je o
Kpeupamy crabia HaI HEKUM AeJoM A, HU3a Tadaka. Y KOJUKO HE IOCTOjU
HUjeIHa Tauka y U3ABOjeHOM meny Hu3a A, ped je o null uBopy. Y cympoTHOM,
KOPUCTUMO oMeHnyTr Quickselect anropuram, rae ce tpasku [n/2|-tu HajMamu
enemenT. Tanma ce oH NPUAPY:KYje AKTyeJIHOM UBOPY U pa3MaTpajy ce melna
Koja ce mobujajy m3 HU3A KOju je MOAM(PUKOBAH HAKOH mpumeHe Quickselect,
BpINM Ce Iodesia Mo oaroBapajyhoj xuneppasuau. Kpurepujym mo KoM ce ypene
€JIEMEHTU 3aBUCU OJ] BUCUHE HA KOjOj Ce UBOD Haja3u (UCHOUTYje Ce OCTATAK
opy nesbemy ca 6pojeM IuMeH31ja).

Croskenoct kpeupama kd crabiua je © (nlogn) (peu je 0 04eKUBAHO] CIIOKEHO-
cru!). Crnemu onpasname Koje ce 3acHUBa Ha Ipy0oj nporenu (He m qokas!).
Hawuwme, nocroju oko n/2 nucrosa y crabiay m oHU cy Ha Bucunu log, n. la 6u
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ce cTabJIo KOHCTPYHUCAJIO, OUiIo je Heonxoauo npuMmenutu Quickselect onpeben
6poj myTa: jeaHOM 3a HU3 Ay:KUWHE N, ABA IyTa 3a HU3 Ly:KUHE N/2, YeTupu
nyTa 3a HU3 ayskuHe n/4 wrn. akne, 3a cBaky BucuHy ce Bpum O (n) ome-
pamja. Cnenu na je cioxkeHOCT m3rpangme crabaa cam O (nlogn). MaTepe-
CAHTHO je ma oBze k yOIIIITe HE YUECTBYje U3y3eB pa3anduTux k Kpurepujyma
IO KOjUMa Ce BPIIU COPTUPAE, Ta CY €(PEeKTU KIeTBe AUMEH3MOHAIHOCTY OBIE
MUVHVIMAQJIHU.

Oarosop ma NN ymurt. Hajupe ce ycraHOBU y KOM Ce TAYHO CEIMEHTY IPOCTOPA

HaJa3u MOMEHyTa Tauka — nperpara crabia koja ompebyje omrosapajyhu
auct je jennocraBHa (y3 yobuuajene mpobieme y ciyuajy jeqHakoctu). Tadra
yOdeHa y TOM CErMEHTY IPOCTOPAa je CUI'ypPHO jenaH O KaHAUIATAa U aK-
TyeJHU MUHUMYM, HajOnmwxu cycen. llokjie rom mocToju HEKU UBOpP TAKaB A
Ieo MPOCTOPa KOJU ONMUCYje MMa YIAJBEHOCT Maky OH aKTyeJHEe MUHUMAJHE
(Tj. yrosnuko oxrosapajyha kyrisa mpecena rpaHUYHY XUIEPPAaBaH), Taua je
OH KaHIUIAT 33 HOBOI HAjOJIKEr cycena.

Caura 31: [Ipeu ropak y pamy mperpare: Tayka U3 YOUTA CE HAJA3U CEIMEHTY Y

koM je M, ma je M mpu u3bop 3a mHajObamwxker cycena

Cnura 32: Jlpyru u Tpehu kopak y pamy mperpare: Kpyr cede CErMEHT y KOM je
D, aau To je muoro Behe on pacrojama no M; L je cnenehu u3bop u TO je HOBU

HajOIMmEM cycen
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CaukA 33: [Ipeocranu rkopamu y nperpasu: kagaunatu cy u C, E; N u O, anu je
Ha Kpajy Oam L taura koja je NN; octrarak mpocTopa He mojasum y 003up mpu
npeTrpasu

AcuMmnToTCKa aHATM3a OBAKBOT MOCTYIKA 3a onpebuBame majbamsker cycena
je mpobiemarnuHa. Y KOIMKO Cy TAukKe HACYMUYHO M€HEPUCAHE, TALa Ce Ove-
kyje O (logn) Bpeme. ®punvan, Benrau nu Punken y pany ms 1977. roause
IOKa3yjy ma je moryha mperpara y JIOrapuTaMCKOM BDEMEHY.

EdexTu rmeTBe IMMEH3MOHATIHOCTH YECTO MOBOAE OO MpeTpare MHOTO BUIIE
YBOPOBA, UMMe ce caokeHocT yBehasa. Y ciaydajeBuMma Kama je k ymopenuBo
ca n pan kd Bure HeMa TOMUKO MPETHOCTU HAL JIUHEApPHOM nperparom. Vmak,
y IPaKCH Ce OBAaKBUM CJIydajeBU He pa3Marpajy, Te y3uMaMo Oa cy e(eKrTn
KJIETBE MUMEH3MOHAJIHOCTA MUHUMAJIHU.

WHTepecanTHO je IPUMETUTHU Oa Ce OBAKAB yIUT MOXKE MPUIATOMATUA Ha CBE
UCTaKHyTe MeTpuke (CBa L’; yonmrema Eykamackor pacrojama). 3a cBe Me-
TPUKE Ba)KU Ha Ce y KYIJIM YMjU je MeHTap Tadyka U3 yOUTa U YUjUu PAIU]yC
name onpebyje NN rauka He Haja3u HUjeAHA TAYKa. Y 3aBUCHOCTHU 01 u36opa
MeTpUKe ce Mo0ujajy pas3iuduTy UHTEPECAHTHU PEe3yJITATH.

IlonaBame HOBOr uBOpa. Y OamuBame HOBOI UYBOPA je BeJuKu mpobiem 3a Ou-
HapHO cTabJIo mpeTpare jep HapymaBa 0AJTaHCUPAHOCT, T€ HUje HEOUEKUBAHO
Ioa ce TO memaBa W OBIe. KOHKpeTHU 3alaly y KOjuMa HOoJa3u OO IIPUMEHE
kd crabma yraaBHOM «cTaTuuyHU» (HEMa HU NOJABama HU OpUCAmA TavaKa).
[TomTo je mpobaem pebananca mHaye BPJIO KOMIJIMKOBAH, oBIe My Hehe Outu
nocsehena HapounuTa na:kma. [locToje HeKa yommmTema Koja 3a00uias3e oBaj
npobiem: agantuBao kd crabiso, kd B crabmno, nceyno kd cradio. . .

BpI/ICZIEBe 3a1aTor YBopa. Baxu ucru KOMEHTap KaO "W 3a J0daBaH€ YBOPa.

I[TPUMEP 12. Y jemHom rpany mocroje yiune (XOPU30HTAJHE HA Mallll) U aBeHU-
je (Bepruramse ma Mamu) um OoHe 0Opasyjy jemHy uenoOpojHy pemerky. Bpewme
HEOIXOMTHO 3a IpeJja3ak O jedHe IO HOj CyCemHe PACKPCHUIE O3HAYMMO ca 1. Y
TOKY HONU BeJWKM OpOj JbyAM 30B€ I'PAINCKU TAKCU, & HA HEKUM DPACKPCHUIAMA CE
HaJla3e TAKCU CTAHUIE Ha KOjUMa Ce yBEK Haja3u Oap jenaH Takcu. Y WHTEpPEeCy
Takcu cay:kbe je ma CBU KIWjeHTU OyAy YCIY:KEHW IITO paHuje. 3a CBaKy 0coby
KOja 3aJa CBOj MOJIO/KA] OAPEIUTU TAKCU CTAHUIY ca kKoje he rtakcu mohwm, Kao u
oarosapajyhe Bpewme.
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Y cTBapm, TPaKU Ce OHA TAKCU CTaHUIA unje je MenxeTH pacTrojame O My THUKA
HajMame Moryhe — oBo je jemaocraBan NN ymur 3a IL% MeTpuyku npoctop. llakie,
HAKOH Kpeupama 2d crabia Ham CBUM CTaHUIAMa Ce€ TPUMEHmYjy oaroBapajyhu
YIUTHU 38 CBAKOD Iy THUKA. AN

ITpuMmEP 13. Ilar je ckym Tauaka om N y mpoctopy. 3amaje ce () Tayaka, a y3
CBAaKy WIe YIOUT: OAPEIUTU OHY KOIKY Ca IMEHTPOM y TAUKU U3 YIUTA TAKBY Oa CY
jOj uBHUIlE TapaJsiesHe KOOPANHATHUX OCAMa U HE CANPKU HUjEIHY APYTY TAUKY.

Hajseha komra koja mHe canap:ku HUjeqHYy Tauyky uMa Oap jemHy Ha cBOM pyOy.
TpaxuMo MeTpPUKy UUje Cy KyTJie YIpaBO KOIKe Urej Cy UBUIE MapaJjiejHe KO-
opaunaTHUM ocama. OBO ce MOCTWKE Y ]Lio METPUYKOM IIPOCTOPY, UMME CE IAJhEe
npobiem cBoau Ha mpocty npumepy NN ynura. Bpemencka cioskeHOCT OBOT per-

ema je O ((N+Q)logN). A

5.3 HWutrepBasiHU yOUTU

kd crabna cy m3yserHo epuracHa kan ron ce npumewyje NN ynur. Unak, ona ce
KOPHUCTE W Kala je olepaluje range query TUMNa, kKao BehuHa mUX paHuje MTOMEHY TUX
KOJ CerMeHTHUX cTabaia: ogpebhuBame HEKe KAPAKTEPUCTUKE YKOJIUKO Ce TOCMATPa
HEKU cerMeHT. Kao u mpu pany ca BUIleIUMEH3UOHUM CErMEHTHUM CTabamMa, OBIe
ce TIpU YOUTY Paad O HEKOM XUIMEPIPaBOYyTaOHUKY.

OB1e mocToje m3BecHe CAUYHOCTU KAo MPU Pany ca cerMeHTHuM crabiom. Way-
CTPYjMO OBO Ha HApPEIHOM IIPUMEPY: TPpaku ce OpOoj Tadyaka KOjUu Ce HaJa3’l y
XUTEePIPABOYTAOHUKY U3 YIUTA.

G VR :
H , N P
‘B : :
: K :
L
A I
C
J
‘D

CauKkA 34: Konmuko nMma Tadvaka y TPaBOYTAHUKY !

Kpeupamewm kd crabaa momasu no cermenramuje npocropa. CBakoM YBOPY 101a€e-
auMo 6poj Koju roBopu O Opojy Tauaka yHyTap mera (OYnrieqHo 36up BpeIHOCTH
y nenm yBehan 3a jeman, mpu 4yeMy je y JIMCTOBUMA jeJHAK JeOUHUNM). Y OUT Ce
pa3Marpa monazehm o1 KOpeHa M HAPEAHU PEKYyP3WBAH MOCTYNAK Ce MPUMEmYje
npu obpanu HEKOr YBOpa:

1° ykoaumko je peu o null 4BOpYy, HE pamy Ce HUIITA W OBa I'DaHA PEKypP3Hje Ce
3aBpIIaBA;

2° YKOJWKO je omrosapajyliu CErMeHT MOACKYT XUIEPIPABOYTaOHUKA U3 YIIUATA,
Tala CBe Tauke Calp:kaHe y OBOM YBODY yiase y m300p M OBa IpaHA PEKyp-
31Uje ce OBIle 3aBPIIABA;
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3° YKOJMKO HE IOCTOJU IIPECEK Ca MOCMATPAHNM XHUIEPIPABOYTAOHUKOM, HE pPa-
3MaTpa ce HUjeJaH NaJbi HIOTOMaK U3 OBOI IIOJCTaBJ/bA U OBA I'PaHa PEKyP3uje
ce OBIe 3aBpIIaBa;

4° y cymnpOTHOM, IpPOBEPHU Ce Mna JIM Ce TadyKa NPUIPYKEHA aKTyeJHOM YBOPY
HaJa3u YHyTap XUIePIpaBOYTAaOHUKAa, HAKOH Uera ce pasMaTpajy IOema Tor
9YBODpA.

JacHo je ma oBaj mocTymak maje skeJbeHe pesyiarare. AHanusza epUKACHOCTU HUje
IpeTepaHo KOMIUIMKOBaHA, AU je KOPUCHO MPOAMCKyTOBaTHU je. Kom cermeHTHOT
ctabia je oBakaB MOCTyIaK JABAO JOTAPUTAMCKY CIOKEHOCT, aju je 610 orpaHnyeH
Ha jemny mumensujy (2d cermenTHO cTabio ce mOKa3ago kKao HeepuracHo). Me-
byTtum, oBme je kbyUdHA pa3IUKaA YIPABO TA IMITO XUIEPIPABOYTAOHUIMA U3 yIUTA
HE MOT'y Zla Ce MPUKa)Ky Kao YHU]a HEKUX CerMeHaTa KOjUu ce MOjaBJbyjy y cTabiry,
ynMe je majieko moBehan 0poj obumbenux uBopoBa. [lokasyje ce ma je BpeMeHCKa

1 . . .
caoeHoCT oBOr ymuTa mara ca O (n'7F ), rme je n 6poj rauaka, a k 6poj muMeH-

3uja. Y ciayuajy 2d momartaka je ped o © (\/fz), aJll je OBle KJIeTBa OUMEH3MOHAJ-
HOCTU U3Yy3€THO mM3paskeHa (Jak 1 Kamga 3abopaBuMo ma O Kpuje KOHCTAHTY ).

Iakae, kd crabia HEUCY OrooHA 38 UHTEPBAJHE YIUTE. 38 OBE, a M MHOTE IpyTe,
on kopuctu je npumena R crabana (koja y Behimnu BapujanTu HUCYy OUHADHA).

5.4 IIpumene

Hajuemhe npumene kd crabana ce 3acuuBajy Ha NN ymouty. Y ckiaamy ca tum ce
jaBibajy Kao IpPemIOKEeHO Pelleihe Y BEJIMKOM Opojy mpobiieMa y KOjuMa ce Tpaske
HekakBe xeypuctuke — Heka NN cmapuBama ce npuponuo mamehy y mpakcu. Pas-
morpuhiemo iterative closest point (ICP) xeypuctuky, IprMeHBUBY Y PA3IMIUTAM
npobieMuMa, Ka0 U BeoMa akTyeJaH ray tracing npobiem.

CnukA 35: Koja nsomerpuja cauka npsu pessed y apyru? (u3sop: pan ca
Crengpopaa, epuirs BepujeH)

[IpernocraBumo ma cy HaM gaTta Heka asa ckymna rtadaka (y 2d, 3d wam mexom
IpyroM mpocTopy), A u B, KOju Cy Ha HEKU HAYMH KOPEJIWCAHW: TO Cy ABA CKyIa
jenHaKe KapAWMHAJIHOCTYU, CBAaKa TAUYKa M3 IPBOT CKyIa OAroBapa TAaYHO jeIHO]
TAYKM U3 OPYror u obpaTHO. 3a CKyI Tavaka ce Kopuctu Hasus point cloud.
Ilakse, mocroju HeKa TpaHchopMmanuja (TpakuMo Oujerimjy) Koja npeciaukasa A y
B — oBa omepanuja ce 308e point cloud stitch. IlocmaTpajMo MaIo KOHKpeTHH]E:
pev je 0 HeKMM KMCTAKHYTUM TadkaMma y MIPOCTOPY Y MABa Pa3JINUUTA BPEMEHCKA
TPEHYTKa KOje je mocMaTpad youuo, npu yemy ce o y MehyBpemeny kpehe. Tana
jé HEOmXOMHO OAPEIUTU OHY PUTKAHY TpaHchopManujy (AUPEKTHY M30METPUjCKY
Tpanchopmanujy) Koja mrTo Oosbe TpeciaukaBa npsBu ckyn y apyru. Osme hemo
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TavKe MPUKA3UBATH Yy HapemHoM OOJUKY: ImMOpen CTAaHIAPAHUX KOOpAWHATa heMo

JONATU JOII jemHy «IIOMONHY» KOja je yBek jemHaka jemHunu. Y ciaydajy 2d mpoc-
T .

TOpAa MUIIEMO TAaYKe y ODJIUKY (x Y 1) , ay caydajy 3d KopucTuMO KBAaTEpPHUOH-

cxu'® 3ammuc: (x Yy oz l)T.

ICP je xeypuctumka Koja ce KOpUCTH ma OM ce Ta TpaHCchopMaIrja T MTpOHAIILIA
u monceha Ha mO3HATE UTEpPATUBHE HYMEPUUYKE METOJE 3a pellaBame jeTHAUNHA
(rkako onux obnuka f (x) =0, rue je f mo3HaTta peanHa (YHKIMja, TAKO U MaTPUU-
HUX, MUPEPEeHIUjalHnX, CUCTeMa IU(PEePEeHInjalHuX. .. ). Ha TpeHyTak ocTaBuUMO
IO CTPaHU YMH-€HUIYy I8 Ce Tpasku Oujernuja, Beh 3a cBaky Tauky m3 A TpamKkuMO
oHy u3 B y KOjy :KeJIMMO 1a ce IMpecJuKa. 3a OBO NeMO KOPUCTUTHU EOj HAjOImKY
Taqu14 n3 B (0O6uYHO ce KOpUCTU CTaHAApAHA EyKINICKA METPUKA) — OBO je
KOpak kKoju ce epuracHo obaBu mpumenoMm kd crabasa m BpeMEHCKA CIOKEHOCT
oBor kKopaka je © (nlogn). Oupasnajmo oBaj u3bop: ykoauko cmo Beh onpemuan
TpaskeHy TpaHC(hOpMAaIujy, Taga A0Ja3u IO Marmhe-BUIIE MOKJIalamha CBUX TAYaKa
u3 7 (A) u B. Hajupe mepunumemo Heke KpurepujyMe KOHBepreumuje (HOp. na je
IPOCEYHO pacTojame m3Mehy ymapeHux rtavaka HOBOJBHO MAJIO). Y KOJIUKO PaIIMO
y 3d mpocTopy, TpaHC)OpMAIUjX T TPUAPYKYjEMO MaTpuuy kKoja mMma ciaenehu
0bJuK:

Ryy Ry Rz T

Roy Roe Roz Ty

R31 Rz Rsz 1.
0 0 0 1

I:

CnuvEKA 36: Y3uma ce HajOnmka Tauvka u3 gpyror point cloud-a

[Tprmerrmo na Marpuna oBe Tpanchopmanuje (MOMHOXKEHA Ca KBATEPHUOHOM
naje kBarepHuoH) canpsku ase nmomMarpune: T u R. ITomuarpuna T oarosapa
TpaHCIANUjU 38 BEKTOP (Tx T, TZ)T. [Tommarpuna R oarosapa Hekoj poranuju
y Eykaummckom mpocTopy u mobuje ce Kao MPOU3BOL HEKE TPU MATPUIE POTAIN]je
OKO Pa3JIUYUTUX OCa, OTHOCHO:

cosp —singp 0 cosf 0 —sinf 1 0 0
R=|sing cosp O0]- 0 1 0 10 cosw —sinw
0 0 1 sinf 0 cos6 0 sinw cosw

Baxno je manmomenyTu na 7, kojoj mpuuapy:xyjemo I, mpencrasspa TpaHchopma-
IM1jy KOja Ce CacToju o4 KOMIIO3UIMja jenHe TPaHCJalrje U jeqHe poTaluje, Ipur
yeMy ce TOpBO MpUMenYyje poTaluja, ma oHma TpaHcaarnuja. OBako Moke ma ce
IIpenCcTaBU CBaKa PUTUAHA TpPaHchopManmja.

Hakon mTo ce ymape Taudke, HEOMXOMHO je ONEHUTW MATPUIY KOja BPIIUA IPET-
MOCTABJLEHO MPECINKABAHKE. 3a KPUTEPUjyM HajOObe OlleHe MOMKE A Ce KOPUCTU

13KBaTepHI/IOHI/I Cy IpOoIIMpeme CKylla KOMILIEKCHUX OpojeBa. Mory ma ce 3amumy y oOJuKy ype-
bHene uersopke (a,b, c,d) nau y anreGapckom obmury a + bi + ¢j + dk, npu vemy P?=2 =k =1,
a npasumiia cabupama U MHOXkewma noacehajy Ha npasuia npu pany ca KOMIUIEKCHUM OpojeBuMA.
0Bo je point to point BapujanTa, nocroju u point to plane IpUCTYI Koju je ePUKACHU)U.
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CuvKA 37: 3a onpebuBame Hajbmmke Tauke kopucte ce kd crabaa (ussop: [12])

MeTO I HajMamUuX KBaApaTa, ajiu ce Hekana, 30or morpeba Op3mHe, KOopucTe OP:EU 1
HEmTOo HempenusHuju kpurepujymu. [lpu pany ca 3d koopauaarama je oBaj KOpak
HEIITO KOMIJIMKOBaHUju, Te ce Hehiemo mume ODaBuTh. Y CBAKOM CIyYajy, TAKO Ce
nobuje HeKa OelmeHa TpaHchopMmalnuja 7 ca MarpunoM I;. Yronuko je 3a10BobeH
KPUTEPUjYM KOHBEDIreHIUje, Tana je 7 = T1. Y CYIPOTHOM, IIOHOBO C€ I'DYIUILY
rauke kopucrehim uctu kpurepujym (cana je HajOIMmEa TauKa MOKIA HEKa qpyral)
u nobuje ce TpaHCchopMaIja Ty, IIa Ce MOCTYIAK MOM/A OIET IIOHOBU M n0OuUje ce
T3, T4, ..., Tp, U Ty C€ NOCTUTHE KOHBEpPreHnuja. lamna je T = T, 0...T207T], OMHOCHO
I=1, ...-Is-I;. OBo je kommaeran onuc ICP anropurma.

IlocToju moryhuoct na ne nobe no kouBepreunnuje. la 6u ce uzbersa GeckoHaUHA
nersba, OOMYHO Ce IIOCTaBU FOPHa rpanuia 3a n (y 6eCnIaTHO JOCTYIHO] U OOUMHO]
PCL 6uGauorenu je default Bpennoct jemmaka 50). Herkana ce, momyme, jaBu mpo-
6JieM TaKO IITO aJrOPUTAM HE KOHBEPrUpa pememy, Bell TeK HEKOM JIOKAJHOM MU-
HuMyMy (QyHKIMje oncTynama). [Ipakrrubne nprMeHe OBOT MOCTYIKA CE youaBajy
y mpobiieMuMa KOjUu ce TUYy JIOKaJu3anuje nocMarpada (Hop. pobora) niyn Mamnm-
pamy npocropa (Moxke u oba: simultaneous localization and mapping (SLAM)).
3a oBe moTpebe ce KOPUCTE CUENNjaTNn30BaAHN CEH30PU KOJU IPOIEHY]Y VAAHEHOCTHI
obGjekara, mpaBe «IyOUHCKe ciauke» (grayscale Cauka Ha KOjO] MHTEH3UTET CUBE
onpebyje ymamenoct), HakoH uera ce youe oaropapajyhie 3HayajHe Tadke y IpOC-
Topy. ICP xeypucTtura ce KOpUCTU U y HEKUM APYTUM CUTYAIMjaMa KOje 3aXTeBajy
nopebeme nBa point cloud-a (mpobieMu KIacupUKaNUje U IPENO3HABAKA).

CnukA 38: Cuuka y 60ju n mena nybuncka Bapujanta (u3sop: [13])
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Ray tracing (npaheme 3para) je asropuraM KOju Ce jaBiba Yy pPadyHAPCKO]
rpauiIy 1 IPUMEHJ/LUB j€ YIIABHOM YKOJIUKO CE€ PAaAM O CUCTEMY KOjU HE 3aXTeBa
npeBeuKy OP3UHY WK HUje MHTepaKTUuBaH (real time cuctemMu, MOy T pavyHaPCKAX
urapa, yriiaBHOM HE KOPDUCTE OBaKO HeTasbHe epexre). Peu je o mpobiemy rene-
pucama peancTUYHOT npukasa nojalehu on 3d Momena, Tayke y KOjoj ce Haa3u
OCMATPad ¥ U3BOPA CBETJIOCTU — KJBYYHU MpOOIeM ce Thde eperara reoOMeTPH]-
CKe OIITUKe IOy T CeHKU, onbujama (pediercuje) u npeiramama (pedparnuje) cser-
JIOCTU.

CnukA 39: Jemua remepucana cauka (u3sop: [10])

Hehemo ynaszwtu y merasse OBOT aaropurMa, aiu NeMO ce OCBPHYTU Ha €0 Y
KOM Ce IOCMaTpa <«IPBU NPECEK» jeQHOT 3paka (MaTeMaTUYKM MOIEJIOBAHOI KAO
nosiynpaBsa) ca O0jeKTMMa KOjU Ce Hajla3e Ha CIeHu. Y OBAKBUM CUTyalUjaMa ce
kopuctu surface area xeypuctuka (SAH) un 3axTeBa kopumheme HekakBe epuracHe
CTPYKTYpe momaTaka 3a aHaausy. lanac Ty ymory cee wemhe mmajy 6am kd cra-
6na jep mMmajy acumnrorcku ontumasuo O (nlogn) Bpeme, mpu uemy je n Gpoj
TPOYTJIOBa Ha KOje je MPOCTOP MOJe/beH MPUMEHOM TPUAHTYJIANN]e 00jeKaTa.
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6 3akmyuar

Obpabena crabma HUCY jenuHa, a MOTyhe Cy U BbUXOBE PA3JIUYNUTE BaPUjaHTE, YOII-
mrema, komounanuje. Fbuxose mpuMene pacTy pa3BojeM TP/KUIHUX 3aXTEBa KOjU
ce T4y MOPOCTOPHUX mozaraka (moceCHO y MOOWIHMM TEXHOJOTHWjaMa) M pady-
HapCKOj Ipagunm.

300r cBpxe u mpeaBuheHOr oOuMa OBOT MaTypPCKOT pasna, Hucy obpabena Hape-
nHa crabaa (WecTto M3 pasiora MmMTO HUCY OWHADHA): MHTEepBasHO, quadtree, oc-
tree, M-tree, R...Ha nmekum mectuma cy caMo MOMEHYTa HEKa OI MHOTOOPOjHUX
yommrewna u xubpuga. Mnak, Tpyamo caMm ce ga mpy:KUM KOJIUKO-TOJIUKO KOMITIETAH
VBOJ Yy HEKE OCHOBHE IIOJMOBE U CPEACTBa KOja Ce CMaTpajy HY:KHUM y IOMEHYTHM
obnacTuMa: CBe IOMEHYTO je YIIaBHOM OCHOBA KOja MOTUYE U3 CeIaMIECETUX U OC-
aMIeceTux roquHa ABaneceTor Beka. He 3ua ce kaxkBa Oy ayhHOCT mpencToju CTPYK-
TypaMa moJaTaka ca TeOMETPUjCKUM IIPpUMeEHaMa: BEJUKHU je Opoj omeparuja 3a Koje
HUje HaheHo acuMITOTCKM ONTUMANHO pertemne. [lo MoM MUMbEnY, TPEHYTHO MOC-
TOjU HEKAKBa CTAarHaluja y TEOPUjCKOM CBETY U NMUTAIE je Kama he ce MojaBuTu
HOBa CTPYKTYpAa.

CermenTtro u PeHBUKOBO cTabJyO, KA0 U HUAeje u3a BUX (HAPOUUTO «Oeseskeme
momaTaka 3a MPEeTXOTHUX 2k>>), nMajy CBe ydecTaJuja MojaB/hUBama Ha moMahnm
u MebhyrapoauuM takmuuemuMa y nporpamupamy (Meby wmuma m Mebymaponua
napopmaruuka onumnujana — l10I). Pehu na me je Besuknm Gpoj «maka» y Be3u
ca BHUMa U HABEO Ma HAIUWIIEM OBAaj MAaTYPCKU PajJ HUje TOJUKO MAJEKO O UCTUHE.

He mosxe ce mopehm na cy mpumeHe cBe IPUCYTHUjE y 3aXTEBUMa KOPUCHUKA.
3aTo OBy TeMy CMaTpaM jemHOM O Haj3HAUYAjHUjUX OPU pasMaTpamy IpUMEHA
aJIropuTaMa M CTPYKTypa IOnaTaKa.

sKemeo Oux ma ce 3axBaJjuMm CBUMa KOju Cy MU OMOTyhwiau ma oBaj panm Oyme
HanucaH. Hajope 6ux m3aBojuo cBOjy MeHTODKY, npodecopky Jeneny Xapu-Ily-
puh, 360r KopucHUX caBeTa O TOME KOje Teme paj Tpeba ma MOKpuje, Kao W HAUWH
Ha KOoju Tpeba ma Oyme HamucaH. 3axXBajbyjeM ce U CBUM Opodecoprma HHPOD-
MaTUYKUX NpeIMeTa KOju Cy MU npenaBaiu y MaremMaTwykoj rumMHa3uju Ha WH-
cuupanuju u nonpiy: HeBermkm CnaseBuh, Bpamuciasu Bajrkosuh-Jlazape-
Buh, a mocebro Oumx mcrakao u cBOr paspennor crapemwuny Mmujonpara By-
pumuha. Benuku je u 3nauvaj npod. np lparama Y pomeBuha, Ha dujuMm 4daco-
BUMa JoaaTHe HacTtase (y OKBUPY IPUIPEMa 32 yYEHUUYKA TAKMUYEHA) CaM Ce
IPBU IIyT YIO3HAO Ca HEKUM OJ OBuUX OmHapHux crabasa. Ha kpajy, Ty je um Benurun
ytunaj VIC Iletruna, roe cam ce, y OKBUPY CEMHUHADA IPUMEHeHE PU3UKE U €JIEK-
TPOHUKE, CyCPEO Ca BPJIO MHTEPECAHTHUM IPUMEHAaMa HEKUX OJ OBUX CTPYKTypa
moJaTaKa.



N3Bopu

[1]

2]

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Intro-
duction to Algorithms, The MIT Press, 2001.

Udi Manber, Introduction to Algorithms: A Creative Approach, Addison-Wesley,
1989.

Hyman Ammabesuh, 3opan Kamenbypr, Mamemamuuxa anasusza 2, Mare-
maTuuku darkynarer, Kpyr Beorpam, 2011.

Jerome H. Friedman, Jon Louis Bentley, Raphael Ari Finkel, An Algorithm for
Finding Best Matches in Logarithmic Expected Time, ACM Transactions on Math-
ematical Software (TOMS) Volume 3 Issue 3, 1977.

Jon Louis Bentley, Multidimensional binary search trees used for associative
searching, Communications of the ACM Volume 18 Issue 9, 1975.

Ingo Wald, Vlastimil Havran, On building fast kd-Trees for Ray Tracing, and on
doing that in O (N log N), Technica Report UUSCI-2006-009, 2006.

Iparan Ypomesuh, Cmpyxmype nodamaka 36 eduracro npebpojasame Hao
cxkynosuma mavara, Hacrasa matemarure LVIII 1-2, JIpymTBo MaTemaTuyapa
Cpbuje, Beorpan, 2013.

Binary Indexed Trees, www.topcoder. com

Range Minimum Query and Lowest Common Ancestor, www.topcoder . com
www.cise.ufl.edu/ jlpaez/pages/slides.html
www.csie.ntnu.edu.tw/"u91029/Sequence.html

pointclouds.org

vision.in.tum.de/data/datasets/rgbd-dataset



