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1 Uvod

U osnovi svih raqunarskih programa se nalazi neka obrada podataka. Kako
je neretko broj tih podataka velik, postavǉa se pitaǌe: kako ih organizo-
vati? Odgovor: strukture podataka predstavǉaju ure�ene skupove podataka
nad kojim mogu da se vrxe neke utvr�ene operacije primenom odre�enih algo-
ritama. Ovako opisane su sveprisutne u programiraǌu1, budu�i da one mogu
biti i jedna promenǉiva nekog osnovnog tipa (broj, znak), ali i razne or-
ganizovane kolekcije elemenata (pod elementom se podrazumeva promenǉiva
nekog prostijeg tipa). Kako jedna struktura ne mo�e da efikasno odgovori na
svaki upit (obiqno se ispostavi da je postupak nala�eǌa odgovora vremenski
zahtevan), javǉa se potreba za odabirom strukture podataka u zavisnosti od
zadatka — taqnije, od operacija. Dok se strukture podataka definixu i svo-
jim operacijama i svojim implementacijama, apstraktni tipovi podataka
(ili apstraktne strukture podataka) se definixu iskǉuqivo svojim ope-
racijama. U ovom radu �e biti obra�ene impementacije i primeri primena
struktura podataka kojima je zajedniqko svojstvo da imaju strukturu bina-
rnog stabla.
Pojam stabala je stariji od raqunarstva i ima svoj poqetak u teoriji

grafova. Nije poznato kada su se prvi put prouqavala ǌihova svojstva, ali
naziv tree prvi koristi Kejli2 u svom radu iz 1857. godine. Dok je uobiqajena
i najjednostavnija matematiqka definicija stabla «neusmeren, acikliqan i
povezan graf», on ne�e biti od naroqite koristi pri izradi ovih struk-
tura podataka, gde je neophodno uvesti svojevrsnu hijerarhiju me�u podacima
(primer motivacije je podela sektora neke kompanije i sve dobro koncipi-
rane podele (slika 1), ali «porodiqno stablo» nije dobra analogija). Zato
se nekada koristi naziv «koreno stablo» ili «ure�eno stablo». Radi jed-
nostavnosti, ovde �e se za ǌih koristiti samo naziv «stablo». Dakle, iz
svega ovog sledi da se stabla koriste kad god je neophodno predstaviti neku
vrstu hijerarhije me�u komponentama, koje nazivamo qvorovima. Ovakvo ne-
formalno objaxǌeǌe upu�uje na to da stablo jox uvek ne mo�e da se nazove
strukturom podataka, ve� samo konceptom, a eventualno i apstraktnim tipom
podataka.

�ivi svet

Bacteria Archaea Eukarya

Protista Plantae Fungi Animalia

Slika 1: Sistematika �ivog sveta po Vouzu

1U [2] je dato slede�e «intuitivno» objaxǌeǌe (sledi prevod):
Strukture podataka su kamen temeǉac raqunarskih algoritama. Konstruisaǌe algoritma

je poput konsruisaǌa zgrade. . .Da bi se to postiglo, nije dovoǉno poznavati funkcionalnost,
efikasnost, formu i lepotu. Neophodno je i detaǉno znaǌe o tehnikama izgradǌe. . .Na isti naqin,
konstruisaǌe algoritma mora da bude zasnovan na detaǉnom razumevaǌu tehnika struktura po-
dataka i cena.
Ovo tako�e ilustruje i naslov jedne kǌige Virta (Niklaus Wirth (1934–), xvajcarski infor-

matiqar, dobitnik Tjuringove nagrade 1984. godine, autor programskih jezika Pascal, Oberon,
Modula. . . ): Algorithms + Data Structures = Programs.

2Arthur Cayley (1821–1895), engleski matematiqar
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Pri tom se posebno istiqu binarna stabla, gde je svaki qvor na hijerar-
hijski direktno vixem nivou od najvixe dva qvora (slika 2).

Neka od znaqajnih (ne nu�no binarnih) stabala i neke od ǌihovih osnovnih
primena su navedene:

2

6

10 7

5

9

Slika 2: Binary min-heap je primer binarnog stabla

Binarno stablo pretrage. Omogu�ava brzu manipulaciju podacima ako je
req o operacijama dodavaǌa novog qvora u stablo, brisaǌa nekog posto-
je�eg qvora stabla, odre�ivaǌu da li se qvor nalazi u stablu. Postoji
nekoliko struktura podataka koje rexavaju ovaj problem asimptotski
optimalno (sve operacije imaju vremensku slo�enost Θ (log n), gde je n
broj qvorova u stablu): pored naivnog binarnog stabla pretrage, tu su
i AVL stablo, red-black tree itd. Primene su mnogobrojne, a nekada su u
osnovi nekih drugih stabala.

Heap. Opxte ime za qitavu familiju binarnih stabala koje vrxe operacije
dodavaǌa novog qvora, odre�ivaǌa ekstremalnog qvora (minimuma ili
maksimuma), brisaǌa ekstremalnog qvora (sve strukture podataka koje
odgovaraju na ovakve upite, ne nu�no stabla, nazivaju se prioritetnim
redovima). Pri tome se te�i da sve operacije imaju vremensku slo�enost
Θ (log n), gde je n broj qvorova, ali u najjednostavnijim zadacima je
odre�ivaǌe ekstremuma trivijalna operacija sa Θ (1) slo�enox�u. Uz
sitne izmene je mogu�e efikasno brisaǌe bilo kog qvora, ali zadaci u
kojima se uvode slo�enije operacije (npr. postoji nekoliko nezavisnih
stabala nad kojima se vrxe ove operacije, ali ih je mogu�e u jednom
trenutku spojiti u jedno) zahtevaju drugaqije implementacije i nekada
moraju da �rtvuju Θ (1) slo�enost odre�ivaǌa ekstremuma (npr. bi-
nomni heap). Primene su qeste, posebno u sortiraǌu (Heap sort), teoriji
grafova (Dajkstrin algoritam), simulaciji uzroqno-poslediqnih di-
skretnih doga�aǌa u vremenu (qesto u sprezi sa topoloxki sortiranim
usmerenim grafovima) itd.

Kodiraǌe i kompresija. Hafmanov kod, koji predstavǉa popularan naqin
kompresije podataka bez ǌihovog gubitka, qesto se slikovito prikazuje
stablima. U ovom radu �e biti daǉe pomenut i aritmetiqki kod.

Baze podataka. Pre «pobede» relacionog modela baza podataka, uz mre�ni
model je bio popularan i hijerarhijski, koji direktno mo�e da se prika-
�e stablima. Danas, B stablo i ǌemu sliqna se primeǌuju u imple-
mentaciji indeksne arhitekture i nalaze primenu u popularnim rela-
cionim baza podataka (na primer, MySQL baze).

Zapis aritmetiqkih izraza. Aritmetiqki izrazi u standardnoj (infik-
snoj) notaciji mogu da se predstave u obliku stabla: hijerarhijska stru-
ktura omogu�ava da se odredi redosled kojim je neophodno vrxiti ope-
racije (slika 3).
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Slika 3: Stablo koje odgovara izrazu 3 · 4 + (11− 5 · 6)

Funkcionisaǌe logiqkih programskih jezika. Kao posledica prethodnog,
izdvaja se postupak izraqunavaǌa odgovora u logiqkim programskim
jezicima (Prolog). Pri tom se ovde pod aritmetiqkim izrazima misli na
one saqiǌene od logiqkih operacija konjunkcije, disjunkcije, negacije
itd. Stablo izraqunavaǌa odgovara se indukuje primenom tzv. metoda
rezolucije.

Sa druge strane, u raqunarstvu su izuzetno znaqajni pojmovi poznati iz
geometrije, ali i iz linearne algebre i analitiqke geometrije (oblasti koje
su veza izme�u geometrije i algebre): taqka, prava, vektor, poligon, konveksni
omotaq. . . Uz odgovaraju�e algoritme koji odgovaraju na najrazliqitije upite
nad ǌima, mogu�e se primene u najrazliqitijim oblastima, pri qemu navodim
karakteristiqne (koje se me�u sobom qesto prepli�u):

Computer Vision. Ova izuzetno xiroka oblast (bukvalno prevedena kao
«raqunarska vizija») bavi se temama koje se tiqu prepoznavaǌa oblika.
Ovo je naxlo primenu u izdvajaǌu predmeta sa slike, identifikaciji
(otisak prsta, snimak vene ili du�ice), proceni kretaǌa predmeta na
slici, SLAM (simultaneous localization and mapping — istovremena lokali-
zacija i mapiraǌe «posmatraqa») i mnogim drugim oblastima.

Linearno programiraǌe. Linearni programi rexavaju probleme tipa: od-
rediti ekstremne vrednosti linearne funkcije f (x1, x2, . . . , xn) ukoliko
za x1, x2, . . . , xn va�e ograniqeǌa data sistemom linearnih nejednaqina3.
Oni su od izuzetnog znaqaja u planiraǌu proizvodǌe. Simpleks algo-
ritam ih rexava, a u ǌegovoj osnovi su znaǌa o vixedimenzionalnim
prostorima.

Maxinsko uqeǌe. I ova oblast je izuzetno obimna i zasniva se najvixe
na heuristikama. ǋena veza sa geometrijom se uspostavǉa grafiqkim
prikazom podataka. Jedan od osnovnih zadataka je tzv. data mining, gde
je neophodno uoqiti pravilnosti u podacima iste klase. Jedan od pris-
tupa jeste da se podaci predstave kao taqke u prostoru (u jednostavnim
primerima je dovoǉna ravan), u klaster (cluster). Za neki podatak za koji
se ne zna kojoj klasi pripada mogu�e je odrediti ǌegovu najverovatniju
na osnovu sliqnosti sa postoje�im podacima, uglavnom odre�ivaǌem naj-
bli�eg klastera. Ova klasifikacija se koristi u raznim prepoznava-
ǌima signala npr. zvuka, te je mogu�e izdvojiti reqi i reqenice go-
vornika sa nekog audio snimka.

3Koriste�i se pojmovima linearne algebre, postavka ovog problema dobija oblik: odrediti
vektor x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn takav da za date vektor b ∈ Rm, c ∈ Rn i datu matricu
A ∈ Mm×n (R) va�i da je c · x najve�e mogu�e pri ograniqeǌima Ax > b i b > 0.
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Ovaj rad se bavi raznim geometrijskim upitima rexivih primenom binar-
nih stabala, kao i o prisustvu tih upita u praktiqnim problemima. Obra-
�ena su slede�a stabla: segmentno, Fenvikovo i kd. Na nekim mestima se
pomiǌu i ǌihova mogu�a uopxteǌa za razliqite metrike i vixe dimenzije,
ali se ne ulazi previxe u detaǉe.

Iako je «zvaniqno» i «prvenstveno» tema ovog maturskog rada u okviru
informatiqke grupe predmeta, on u sebi sadr�i i pojmove iz geometrije, mate-
matiqke analize, linearne algebre, analitiqke geometrije i drugih oblasti.
Tako�e, ni sama tema ne mo�e da se svrsta u okvire konkretnog predmeta,
budu�i da ona izlazi iz okvira gradiva koje se obra�uje u sredǌim xkolama,
pa i na mnogim fakultetima koji imaju obiman program rada iz raqunarstva
— req je o oblasti koja je i daǉe aktuelna: nove primene navedenih struktura
podataka se i daǉe istra�uju.

Za implementaciju ovih struktura podataka korix�en je programski jezik
C++, a razlog ovog izbora jeste qiǌenica da on u isto vreme poseduje obje-
ktno-orijentisana svojstva, brzinu i dobru podrxku u smislu biblioteka
(STL — Standard Template Library). Nisu sve implementacije eksplicitno date
u ovom «papirnom obliku», ve� samo oni koji ilustruju neku znaqajnu ideju.
Detaǉni kôdovi mogu da se na�u na prilo�enom CD-u.



Karakteristiqna binarna stabla sa geometrijskim primenama 7

2 Osnovni pojmovi

2.1 Binarna stabla

U ovom odeǉku �e biti data objaxǌeǌa pojmova u vezi sa korenim stablima
na naqin koji �e uqiniti daǉu implementaciju vrlo intuitivnom, a time �e
biti obezbe�en i «xablon» za implementaciju svih struktura podataka koje
�e daǉe biti obra�ene. Termin rooted tree se uvodi radi razlikovaǌa ovih
stabala od istoimenog pojma u teoriji grafova, ali ovde takva terminologija
nije neophodna.

Pomenuto je u uvodu da se stabla koriste kada se uoqava izvesna hijer-
arhija me�u elementima: za svaki qvor u u okviru stabla sem jednog postoji
taqno jedan drugi qvor v koji je na hijerarhijski vixem nivou od ǌega. Tada
ka�emo da je u dete qvora v, a v roditeǉ qvora u.4 Jedini qvor koji nema
roditeǉa naziva se koren, a qvorovi koji nemaju nijedno dete nazivaju se
listovi. Kao xto vidimo, kǉuqno svojstvo stabla jeste da se za svaki ǌegov
qvor znaju i ǌegova deca, a ponekad i ǌegov roditeǉ.

Ovime mo�emo da preciznije definixemo osnovne pojmove. k-narno stablo
je skup qvorova. Qvor a u k-narnom stablu je ure�eni par (val,N), gde se val
oznaqava kao vrednost upisana u taj qvor, a N je niz od najvixe k pokazivaqa
na qvorove koje nazivamo decom qvora a, dok je a ǌima roditeǉ. Nikoja dva
qvora u istom stablu nemaju neko isto dete. Qvor u je predak qvora v ukoliko
je u roditeǉ qvora v ili postoji qvor w takav da je u roditeǉ w i w je predak
v. Svako stablo ima jedan qvor koji je predak svim ostalim qvorovima i on
se oznaqava kao koren. Sve promenǉive val u okviru jednog stabla su istog
tipa.

Neki pojmovi (npr. podstablo) imaju razliqito znaqeǌe u zavisnosti od
konteksta, tako da �e se te�iti da se u svakom ǌihovom pojavǉivaǌu objasni
na xta se taqno misli.

Jedan tako�e znaqajan koncept je i visina (ili dubina)5 qvora u stablu:
koren je na visini 0, a sva deca nekog qvora u su na visini za 1 ve�oj od
visine qvora u.

val0

val1

val2

null null

null

val3

val4

null null

val5

val6

null null

null

Slika 4: Implementacija binarnog stabla

Specijalan sluqaj u gorǌoj definiciji se dobija uzimaǌem k = 2, qime se
dobija binarno stablo. Dakle, svaki qvor binarnog stabla ima ili nijedno

4Ovo je kontraintuitivno ako se razmixǉa u kontekstu porodiqnog stabla, ali se u sa-
glasnosti sa pojmom nasle�ivaǌa u objektno-orijentisanom programiraǌu.

5Stabla se crtaju «obrnuto» jer je koren «gore», pa su svi ǌegovi potomci iznad korena,
a listovi su najvixi delovi stabla, xto je razlog zaxto se qex�e koristi req visina.
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ili taqno jedno ili taqno dva deteta. Me�utim, daǉa implementacija �e biti
znatno olakxana ukoliko smatramo da je broj dece uvek taqno dva, pri qemu
tada omogu�imo postojaǌe null («praznih») qvorova.

Ovakva interpretacija je kǉuqna za elegantnu implementaciju binarnih
stabala u konkretnim programskim jezicima. Uvedimo klasu TreeNode, pri
qemu su ǌeni atributi promenǉiva val nekog tipa T i dva pokazivaqa koji
predstavǉaju reference na objekte koji su tako�e klase TreeNode i zovemo
ih leftChild i rightChild. Poxto tip promenǉive val nije unapred odre�en,
koristi�emo templejte. Dakle, osnova svih daǉih binarnih stabala koja �e
biti obra�ena �e izgledati kao u kôdu 1. Tada se sa qvorom u stablu qije su
vrednosti celobrojne najlakxe operixe ako se on definixe preko TreeNode

<int>* node. STL stil implementacije struktura podataka podrazumeva uvod-
jeǌe dodatne klase Tree koja u sebi sadr�i samo opxte metode koje predstavl-
jaju operacije nad celom strukturom podataka.

Kôd 1

Ovaj kôd predstavǉa osnovu implementacije svih stabala.

template <class T>

class TreeNode

{

private:

T val; // vrednost upisana u cvor

TreeNode* leftChild; // reference na decu

TreeNode* rightChild;

public:

// ...

}

template <class T>

class Tree

{

private:

TreeNode <T>* root; // koren

public:

// ...

}

Napomenimo da je mogu�e implementirati stabla bez korix�eǌa refe-
renci, ali nam takav pristup ne�e biti naroqito koristan.

Primer 1. Poka�imo kako ovo radi na primeru jednostavnih operacija
u binarnom stablu pretrage (binary search tree, BST) — o ǌemu je bilo reqi
u uvodu — pri qemu �emo pretpostaviti da nikada ne�e biti navedeni isti
brojevi. U naivnoj varijanti je za svaki qvor u zadovoǉeno da je vrednost koja
je u ǌega upisana ve�a (maǌa) od vrednosti upisane u ǌegovo levo (desno)
dete, a ujedno je zadovoǉeno da svi potomci levog (desnog) deteta qvora u
imaju vrednost maǌu (ve�u) vrednost upisanu u qvor u.

Pri dodavaǌu novog elementa se najpre uporedi ta vrednost sa korenom, pa
se ustanovi da li on treba da bude ǌegov levi potomak ili desni potomak.
Daǉe se taj postupak ponavǉa na odgovaraju�em detetu (podstablu) sve dok
se ne do�e do null qvora.

Pri ispitivaǌu da li se neka vrednost nalazi u stablu se najpre ispita
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5 > 4

3 8

7

5

3 < 4 8

7

5

3

4

8

7

Slika 5: Dodavaǌe qvora u binarno stablo pretrage

da li je to koren: ako jeste, postupak je gotov; ako nije, odredi se da li bi
ǌegovo eventualno postojaǌe znaqilo da je req o levom ili desnom potomku i
postupak se ponavǉa na odgovaraju�em detetu (podstablu) sve dok se ne do�e
do null qvora.

Kôd 2

Implementacija binarnog stabla pretrage.

template <class T>

class NodeBST

{

private:

T val;

NodeBST* leftChild;

NodeBST* rightChild;

public:

// konstruktori

NodeBST(T val)

{

this -> val = val;

this -> leftChild = NULL;

this -> rightChild = NULL;

}

// operacije

void Insert(T x) // ubacivanje novog elementa

{

if (x < this -> val)

if (this -> leftChild == NULL) // dodavanje cvora

{

NodeBST <T>* newNode = new NodeBST <T>(x);

this -> leftChild = newNode;

}

else // levo podstablo

this -> leftChild -> Insert(x);

if (x > this -> val)

if (this -> rightChild == NULL) // dodavanje cvora

{

NodeBST <T>* newNode = new NodeBST <T>(x);

this -> rightChild = newNode;

}

else // desno podstablo

this -> rightChild -> Insert(x);

}

bool Find(T x) // pretraga, vraca da li se x

{ // nalazi u stablu

if (this == NULL) // ne postoji
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return false;

if (x < this -> val) // mora da bude u levom podstablu

return this -> leftChild -> Find(x);

if (x > this -> val) // mora da bude u desnom podstablu

return this -> rightChild -> Find(x);

return true; // nadjen

}

};

template <class T>

class BST

{

private:

NodeBST <T>* root;

public:

// konstruktori

BST() { root = NULL; }

// operacije

void Insert(T x)

{

if (root == NULL)

root = new NodeBST <T>(x);

else

root -> Insert(x);

}

bool Find(T x)

{

if (root == NULL)

return false;

else

root -> Find(x);

}

};

Iako je «oqekivana» slo�enost svih operacija Θ (log n), to se posti�e samo
onda kada je stablo balansirano tj. svi listovi su na istoj visini u stablu.
Napomenimo da STL sadr�i biblioteku set, a pomo�u ǌe se vrlo efikasno
rexavaju problemi koji tra�e korix�eǌe nekog daleko efikasnijeg (samobal-
ansiraju�eg) binarnog stabla pretrage. 4

2.2 Osnovni pojmovi o afinim prostorima

Ovaj odeǉak za ciǉ ima precizno definisaǌe i opisivaǌe nekih matema-
tiqkih pojmova koji imaju znaqajne posledice, a one �e ovde biti navedene i
bi�e kasnije korix�ene.

Osnovni zadatak analitiqke geometrije jeste ustanovǉavaǌe uzajamnog od-
nosa izme�u geometrijskih pojmova i algebarskih jednaqina. Savremen for-
malan pristup zasnivaǌa geometrije se zato qesto vrxi ne preko aksioma pri-
meǌenim na osnovne pojmove taqke, prave i ravni, ve� upravo ǌihovim defi-
nisaǌem preko poznatih pojmova linearne algebre. Prednost ovakvog naqina
je, izme�u ostalog, mogu�nost uopxteǌa nekih koncepata: vixedimenzional-
nost, nova definicija rastojaǌa, hiperravni. . .

Da bi aksiome klasiqne geometrije postale teoreme u ovakvoj teoriji, naj-
pre je neophodno definisati taqke, prave, ravni. Zato je kǉuqno prethodno
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uvesti pojam koji je kǉuqna spona linearne algebre i analitiqke geometrije:
afini prostor.

Definicija 1. Afini prostor A je ure�ena trojka (S,V, f), gde je S skup
qije elemente nazivamo taqkama, V vektorski prostor, a f : S2 → V funkcija
koja svakom paru taqaka (A,B) ∈ S× S dodeǉuje neki vektor v ∈ V tako da su
zadovoǉeni slede�i uslovi:

1◦ za svake tri taqke A,B,C ∈ S va�i f (A,B) + f (B,C) = f (A,C);

2◦ za svaku taqku A ∈ S i vektor v ∈ V postoji i jedinstveno je odre�ena
taqka B ∈ S takva da je f (A,B) = v (qesto u oznaci

−−→
AB = v).

Primer 2. Afini prostor A =
(
S,R3, f

)
koji zadovoǉava neophodne uslove

je osnova Euklidske geometrije. 4

Nadaǉe �e biti korix�eni pojmovi direktrise (ako je A = (S,V, f) afini
prostor, tada je vektorski prostor V ǌegova direktrisa) dimenzije i di-
menzije afinog prostora (xto ima znaqeǌe dimenzije ǌegove direktrise).

Najpre se primeti da je u afinom prostoru A = (S,V, f) mogu�e predstaviti
svaku taqku A ∈ S kao onu za koju je f (O,A) = v za neku taqku O ∈ S i neki
vektor v ∈ V na jedinstven naqin. U tom sluqaju v nazivom radijus-vektorom
taqke A u odnosu na koordinatni poqetak O. Zato se qesto pri algebarskom
predstavǉaǌu taqaka nekog prostora koriste odgovaraju�i radijus-vektori,
budu�i da je on karakteristiqan samo za tu taqku (taqnije, ovako opisano
preslikavaǌe je bijektivno).

U prostoru A iz primera 2 mogu�e je govoriti o taqkama kao ure�enim tro-
jkama realnih brojeva, budu�i da su odgovaraju�i radijus-vektori elementi
R3. Uopxte, ako je Rn vektorski prostor koji odgovara nekom afinom prostoru
A, tada se taqke predstavǉaju u obliku ure�enih n-torki realnih brojeva.
Tada se mo�e re�i da su koordinate neke taqke, u stvari, koordinate ǌenog
radijus-vektora u odnosu na bazu vektorskog prostora. Zato �e se upravo
takvo predstavǉaǌe taqaka koristiti pri kasnijem opisu i implementaciji
struktura podataka.

Definicija 2. Afini prostor A1 = (S1,V1, f1) je afini potprostor afi-
nog prostora A2 = (S2,V2, f2) (u oznaci A1 6 A2) ukoliko su zadovoǉeni
uslovi:

1◦ S1 ⊆ S2;

2◦ V1 6 V2;

3◦ f1 = f2 |S1 (f1 je restrikcija f2 na skupu S1).

Ako su A1 i A2 afini prostori za koje je dimA1 = n−1, dimA2 = n i A1 6 A2,
tada je A1 hiperravan u A2.

Primer 3. Hiperravni Euklidske prave, ravni i prostora su taqke, prave
i ravni, respektivno. 4

2.3 Osnovni pojmovi o metriqkim prostorima

Sada �e se razmotriti jedan drugi elementaran pojam. Od naroqitog znaqaja
i za matematiqku analizu i za geometriju jeste pojam rastojaǌa: na ǌemu se
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zasniva qitava teorija graniqnih vrednosti funkcija jedne promenǉive; pos-
toji grupa aksioma Euklidske geometrije koja opisuje relaciju podudarnosti
parova taqaka. Me�utim, upravo zbog qiǌenice da se postupak odre�ivaǌa
rastojaǌa meǌa u zavisnosti od toga da li je req o paru taqaka na pravoj,
u ravni ili u trodimenzionalnom prostoru, postavǉa se pitaǌe o mogu�im
uopxteǌima. U skladu sa tim je data definicija metriqkog prostora (po
Frexeu6):

Definicija 3. Metriqki prostorM je ure�en par (S, d) takav da funkci-
ja d : S2 → R, koja se naziva metrika ili rastojaǌe, zadovoǉava slede�e
uslove (∀A,B,C ∈ S):

1◦ d (A,A) = 0;

2◦ A 6= B =⇒ d (A,B) > 0;

3◦ d (A,B) = d (B,A);

4◦ d (A,B) + d (B,C) > d (A,C) (nejednakost trougla).

Budu�i da �e u ovom radu biti posmatrano rastojaǌe izme�u taqaka, to
�e ovde biti razmotreni samo oni sluqajevi kada je u metriqkom prostoru
M = (S, d) skup S oblika Rk, gde k ∈ N.

Primer 4. Razmotrimo nekoliko nekoliko metrika koje �e kasnije biti od
znaqaja. Ne�e se te�iti kompletnom dokazu svih svojstava, ve� �e eventualno
biti navedeno objaxeǌe zaxto va�i svojstvo 4 (budu�i da se 1, 2 i 3 qesto
jednostavno dokazuju).

1◦ (R, d), gde d : (x, y) 7→ |x− y|, jeste jedan metriqki prostor. On je u osnovi
definicije graniqne vrednosti funkcije jedne promenǉive, konvergen-
cije nizova itd.

2◦ Svi pred-Hilbertovi7 prostori8 V mogu da budu i metriqki: rasto-
jaǌe izme�u dva vektora odgovara normi ǌihove razlike tj. d (u,v) =
‖u− v‖ =

√
(u− v) · (u− v). Pri tom qetvrto svojstvo va�i zbog nejed-

nakosti Minkovskog u varijanti koja va�i u svim pred-Hilbertovim
prostorima.

Specijalno, od znaqaja su oni kojima bi mogao da se pridru�i neki
afini prostor, qime je mogu�e govoriti o rastojaǌu izme�u dve taqke.
Uzimaju�i V = Rn i standardni skalarni proizvod dobije se Euklidova
metrika, a odgovaraju�i Euklidov metriqki prostor �e biti oznaqen
sa En. Specijalno, E1 je upravo opisan u 1 (Euklidska prava), a rasto-
jaǌe izme�u taqaka A = (x1, y1, z1) i B = (x2, y2, z2) u metriqkom prostoru
E3 dato je poznatom formulom:

d (A,B) =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

6Maurice René Frechet (1878–1973), francuski matematiqar
7David Hilbert (1862–1943), nemaqki matematiqar
8Pred-Hilbertov prostor V je vektorski prostor kom je pridru�ena binarna operacija

skalarnog proizvoda · : V2 → R u okviru uobiqajene definicije. Svi vektorski prostori ob-
lika Rn sa standardnim skalarnim prostorom su pred-Hilbertovi. Mogu�e je, dodavaǌem jox
nekih uslova, definisati i Hilbertove prostore, o qemu je mogu�e proqitati u ANALIZA
2, str. 278.
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3◦ Taksi-geometrijski metriqki prostor (ili metriqki prostor Minkov-
skog) bi�e oznaqen sa Tn = (Rn, d). ǋegova metrika d (nekada se koristi
i naziv «Menhetn rastojaǌe») se definixe na slede�i naqin: za a =
(a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) je:

d (a,b) =
n∑

i=1

|ai − bi| = |a1 − b1|+ |a2 − b2|+ . . .+ |an − bn|.

A (p, q)

B (u, v)

|u− p|

|v − q|

x

y

Slika 6: Taksi-geometrijsko rastojaǌe

Posmatrajmo znaqeǌe ovakve metrike. Neka su date dve taqke u ravni,
A (p, q) i B (u, v). Tada je ǌihovo rastojaǌe dato sa d (A,B) = |u− p| +
|v − q| — drugim reqima, to je zbir du�ina uoqenog pravougaonika qije
su stranice paralelne koordinatnim osama (videti sliku). U stvari,
ako bi se kretaǌe neke taqke u ravni ograniqilo na kretaǌe samo du�
horizontale i vertikale, tada je ovako definisano rastojaǌe upravo naj-
maǌe. Ako bi se posmatrale taqke sa celobrojnim koordinatama, primeti
se smisao naziva «Menhetn rastojaǌe».

4◦ U metriqkom prostoru En se rastojaǌe izme�u vektora a = (a1, a2, . . . , an)
i b = (b1, b2, . . . , bn) odre�uje sa

d (a,b) =

(
n∑

i=1

(ai − bi)2
) 1

2

.

Izmenom eksponenata, odnosno uopxteǌem

d (a,b) =

(
n∑

i=1

|ai − bi|p
) 1

p

,

dobije se Lp metrika. Odgovaraju�i metriqki prostor se oznaqava sa
Ln
p . Dokaz nejednakosti trougla sledi iz nejednakosti Minkovskog.

Specijalno, svi L2 metriqki prostori su Euklidovi, a L1 su taksi-
geometrijski.

5◦ U specijalnom sluqaju Ln
∞ se dobije da je rastojaǌe izme�u vetkora

a = (a1, a2, . . . , an) i b = (b1, b2, . . . , bn) jednako:

d (a,b) = max
16i6n

|bi − ai|. 4
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Naredni pojam je znaqajan kako u informatici, tako i u matematiqkoj anal-
izi, budu�i da je u osnovi definicija neprekidnosti i diferencijabilnosti
realnih funkcija vixe promenǉivih.

Definicija 4. Neka je M = (S, d) jedan metriqki prostor i A ∈ S. Tada
je otvorena (zatvorena) kugla radijusa r sa centrom A skup taqaka X ∈ S
koji zadovoǉava uslov:

d (A,X) < r (odnosno d (A,X) 6 r).

Pri korix�eǌu reqi kugla uglavnom �e se misliti na otvorenu kuglu.

Primer 5. Razmotrimo kugle u razliqitim metriqkim prostorima:

1◦ U Euklidskim metriqkim prostorima E1, E2 i E3 kugle su intervali,
unutraxǌosti krugova i unutraxǌosti lopti.

2◦ U prostoru L2
∞ kugla je skup taqaka kojoj su sve koordinate u opsegu r

od odgovaraju�ih koordinata centra te kugle — req je o kvadratu qije
su stranice paralelne koordinatnim osama. Daǉe, u L3

∞ kugla je kocka
qije su strane paralelne ravnima xOy, yOz i zOx. U opxtem sluqaju,
u Ln

∞ kugla je n-dimenzionalna hiperkocka qije su ivice paralelne
odgovaraju�im vektorima ortonormirane baze. U ovu n-dimenzionalnu
hiperkocku je upisana odgovaraju�a kugla u En.

3◦ U taksi-geometrijskim vektorskim prostorima kugle su tako�e hiperkocke,
ali su one sada upisane u odgovaraju�e Euklidske kugle.

4◦ Posmatrajmo L2
p metriqke prostore i utvrdimo ǌihove kugle za p > 1.

Ve� ih smo odredili za p = 1, p = 2 i p→∞, odakle zakǉuqujemo da sa
obe strane konvergiraju u hiperkocke. 4

x

y

Slika 7: Kugla u L2
3 metriqkom prostoru

U ve�ini stabala koja �e biti daǉe navedena bi�e reqi o Euklidskim
afinim prostorima i uglavnom o Euklidskim metrikama, ali �e ponekad biti
znaqajno «prebaciti se» na neke druge metrike u zavisnosti od zahteva (i to
upravo zbog nekih svojstvava kugli).

2.4 Kletva dimenzionalnosti

Geometrijski problemi koji �e ovde biti opisani �e, pored komplikovanog
koje koristi stabla, imati i naivno rexeǌe. Uglavnom �e ti problemi biti
formulisani na nivou neke prave, ravni, eventualno trodimenzionalnog pros-
tora. Me�utim, i u teoriji i u praksi (postoje problemi qija je formulacija
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ekvivalentna nekoj geometrijskoj, pri qemu to qesto nije dato na eksplicitan
naqin) se posmatraju i vixedimenzionalni prostori, te se zahtevaju uop-
xteǌa struktura podataka koje rexavaju zadatak. Me�utim, u nekim sluqaje-
vima ti prethodno efikasni algoritmi gube svoju prednost u brzini u odnosu
na naivno rexeǌe, a razlog tome je qiǌenica da je vremenska slo�enost op-
eracija nad strukturom podataka eksponencijalna po dimenziji prostora. Ova
pojava se naziva kletva dimenzionalnosti (eng. curse of dimensionality).9

U opisima svih struktura podataka koje mogu da se uopxte tako da odgo-
varaju na neke kǉuqne upite �e biti istra�en uticaj kletve dimenzional-
nosti.

9Naravno, ovo nije samo u vezi sa geometrijom, javǉa se gde god je dimenzija vektorskog
prostora nad kojim se operixe u eksponentu funkcije koja oznaqava slo�enost algoritma.
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3 Segmentno stablo

Segmentno stablo prvi uvodi Bentli10 u svom radu iz 1977. godine [link ka
radu] da bi rexio jedan geometrijski problem (o kom �e kasnije biti reqi),
ali je ova struktura podataka kasnije dobila mnoge druge interpretacije.

3.1 Opxta struktura segmentnog stabla

Segmentna stabla se javǉaju u mnogim varijantama i implementacijama, ali
je u osnovi svega da svaki qvor tog stabla opisuje neke intervale ili seg-
mente, a da ǌegova deca predstavǉaju podintervale ili podsegmente. Zato
�emo, pre razmatraǌa konkretnih problema, opisati opxtu strukturu i op-
eracije u svim segmetnim stablima.

Neka je dato n taqaka na realnoj pravoj: x1, x2, . . . , xn, pri qemu va�i
x1 < x2 < . . . < xn. Tada izdvajamo naredne elementarne intervale i segmente:
I1 = (−∞, x1), I2 = [x1, x1], I3 = (x1, x2), I4 = [x2, x2], . . . , I2n−1 = (xn−1, xn), I2n =
[xn, xn], I2n+1 = (xn,+∞). U zavisnosti od konkretnog zadatka, ovi elemen-
tarni skupovi mogu da imaju razliqita znaqeǌa i svojstva, ali se postavǉa
uslov da svaki od tih intervala ima jednu konstantnu osobinu (vrednost
nekog broja pridru�enog tom skupu ili pripadnost nekom nadskupu, kao u up-
itu pripadnosti (stabbing query, o qemu �e biti reqi kasnije)). Ukoliko se
od nas zahteva da se ispita neka osobina unije uzastopnih Ia ∪ Ia+1 ∪ . . . ∪ Ib,
neretko se koristi segmentno stablo.

I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 ∪ I5 ∪ I6 ∪ I7

I1 ∪ I2 ∪ I3

I1 ∪ I2

I1 I2

I3

I4 ∪ I5 ∪ I6 ∪ I7

I4 ∪ I5

I4 I5

I6 ∪ I7

I6 I7

Slika 8: Struktura segmentnog stabla

Segmentno stablo je binarno stablo qiji svaki qvor govori o nekoj uniji
uzastopnih elementarnih intervala i segmenata, te ima vrednost saqiǌenu
iz tri dela: prvi odre�uje osobine leve granice (prvenstveno gde se nalazi),
drugi osobine desne granice, a tre�i govori o nekoj karakteristici te ukupne
unije. Deca nekog qvora koji predstavǉa uniju n elementarnih skupova pred-
stavǉaju

⌊n
2

⌋
i
⌈n

2

⌉
elementarnih skupova. Koren segmentnog stabla opisuje

celu realnu pravu, a listovi elementarne skupove. Ovime je obezbe�eno da
stablo bude balansirano i da su zabele�eni podaci o svakom delu realne
prave.

Naravno, ova struktura se malo uprosti u zavisnosti od konkretnog za-
datka. Tako, na primer, retko postoji potreba da se za elementarne uzmu i
segmenti oblika [xi, xi] i intervali (xi, xi+1). U situacijama kada je bitno
samo ponaxaǌe u krajevima, intervali mogu da se «progutaju». Nekada ne�e
biti potrebe za intervalima koji ima beskonaqne granice. U sluqajevima

10Jon Louis Bentley (1953–), ameriqki teorijski informatiqar, profesor na Carnegie Mellon
univerzitetu u Pitsburgu, autor kǌige Programming Pearls
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kada nikada ne�e biti mogu� pristup samoj granici ili kada se bavimo
nekom merǉivox�u skupova (raqunamo du�ine, povrxine, zapremine), nije
neophodno ostaviti i jednoelementne segmente u stablu. Ponekad �e biti do-
voǉno samo posmatrati skupove oblika [xi, xi+1).

(4, 20)

(4, 13)

(4, 8)

(4, 7) (7, 8)

(8, 13)

(13, 20)

(13, 19)

(13, 15) (15, 19)

(19, 20)

Slika 9: Primer jednog segmentnog stabla, jednoelementni skupovi su
izbaqeni

Mogu�e je osmisliti implementaciju segmentnog stabla korix�eǌem niza
slede�im «trikom»: uvede se nekoliko «la�nih» listova tako da ih ukupno
bude 2k, qime stablo postaje balansirano i tada je mogu�a nexto olakxana
implementacija (na isti naqin kao kod binary heap).

Svrha segmentnog stabla je da veliki broj upita ranije navedenog tipa
koji se jednostavnim pristupima odrade u Θ (n) (ili gorem) vremenu rexe
u Θ (log n) vremenskoj slo�enosti. Naqin na koji se ovo posti�e jeste tako
xto se interval/segment u upitu napixe kao unija xto je mogu�e maǌe dis-
junktnih intervala/segmenata predstavǉenih segmentnim stablom. Uz ǌih,
tu je i osnovni upita koji nagovextava upotrebu segmentnog stabla: izmena
karakteristike nekog elementarnog skupa (izvodǉivo u Θ (log n)). U uobiqa-
jnim okolnostima nije mogu�e dodavaǌe novih elemenata u segmentno stablo
i nije mogu�e brisaǌe (doduxe, nekada su mogu�i «trikovi» koji premoste
ovo ograniqeǌe). Ostaje jox jedna operacije, a ona je ujedno i jedina koja je
vremenski zahtevnija: sama izgradǌa segmentnog stabla (Θ (n)).

Navedimo sada uobiqajene postupke kojim se obavǉaju sve ove radǌe, pri
qemu �emo (radi jednostavnosti) pretpostaviti da su nam dovoǉni intervali
oblika (x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn), xto �e uqiniti atribute i metode klase
dosta jednostavnim.

Kôd 3

Poqetak implementacije segmentnog stabla.

template <class T>

class SegmentTreeNode

{

private:

T val; // karakteristika opisanog intervala

double leftBound; // granice intervala

double rightBound;

SegmentTreeNode* leftChild; // reference na decu

SegmentTreeNode* rightChild;

public:

// ...

}
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template <class T>

class SegmentTree

{

private:

SegmentTreeNode* root;

public:

// ...

}

Izgradǌa. Neka nam je dat niz X koji predstavǉa n sortiranih taqaka na
realnoj pravoj. Tada se od takvog niza pravi segmentno stablo polaze�i
od korena: ǌegov interval je (x1, xn), a intervali koji odgovaraju ǌe-
govoj deci su

(
x1, xbn/2c

)
i
(
xbn/2c, xn

)
. Daǉe se formiraju odgovaraju�a

podstabla sve dok se ne do�e do elementarnih intervala. Ovaj posledǌi
korak podrazumeva podexavaǌa polaznih vrednosti za karakteristike
elementarnih intervala, te nastaje preplitaǌe sa narednom operacijom.
Formiraǌe jednog qvora se vrxi u konstantnom vremenu, a broj qvorova
segmentnog stabla je n+ dn/2e+ ddn/2e /2e+ . . .+ 1 ≈ 2n, te je slo�enost
ove operacije Θ (n).

U nekim situacijama je korisno ili jednostavnije znati na koje se el-
ementarne intervale odnosi svaki qvor (umesto da se pamte granice).
Obe implementacije su prilo�ene na disku.

Izmena. Karakteristika svakog qvora na neki naqin zavisi od ǌegove dece
— ako se ova veza ne uoqi, segmentno stablo verovatno ne rexava za-
datak. Kada se najpre izmeni neki elementarni interval, to znaqi da se
meǌa list, xto daǉe mora da utiqe na ǌegovog roditeǉa, pa na roditeǉa
ǌegovog roditeǉa itd. odnosno na sve ǌegove pretke. Zato je imple-
mentacija ove operacije rekurzivna i neophodno je po�i od korena, pa
«tra�iti» odgovaraju�i elementarni skup. Slo�enost ove operacije je
Θ (log n) jer je log n visina stabla.

Upit. Neophodno je zadati skup za koji se odre�uje odgovor predstaviti kao
uniju xto je mogu�e maǌe disjunktnih skupova sadr�anih u segmentnom
stablu, nakon qega se ispita kako oni zajedno daju konaqan odgovor. Uko-
liko sigurno mo�e da se napixe kao unija nekih elementarnih skupova,
tada samo razbijaǌe nije naroqito slo�eno jer mo�emo da razlikujemo
tri sluqaja: ako trenutno posmatrani qvor predstavǉa neki podskup
konaqnog skupa, onda on uqestvuje u razbijaǌu; ako trenutno posmatrani
qvor predstavǉa neki skup koji je disjunktan sa konaqin skupom, ni on
ni bilo koji ǌegov potomak ne�e uqestvovati u razbijaǌu; u svim pre-
ostalim sluqajevima ne�e taj qvor uqestvovati u razbijaǌu, ali u obzir
dolaze oba ǌegova deteta. Ovo je opxta xema koja podle�e izmenama u
zavisnosti od samog problema. Slo�enost ove operacije je Θ (log n).

Ovo sve va�i ukoliko dati skup mo�e da se predstavi kao unija elemen-
tarnih skupova. Ukoliko ne mo�e, postupa se u skladu sa postavǉenim
zahtevom.

Primer 6. Dat je skup n − 1 disjunktnih pravougaonika, pri qemu svi
nale�u na x-osu u xOy ravni u jednoj uzastopnoj seriji: prvi pravougaonik
za jednu stranicu ima [x1, x2], drugi [x2, x3], . . . , posledǌi [xn−1, xn]. Operacije
koje mogu da se vrxe nad tim pravougaonicima su oblika:
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(4, 20)

(4, 13)

(4, 8)

(4, 7) (7, 8)

(8, 13)

(13, 20)

(13, 19)

(13, 15) (15, 19)

(19, 20)

Slika 10: Skupovi koji uqestvuju u izgradǌi (7, 19)

1◦ za prosle�ene a i b odrediti povrxinu preseku figure dobijene u uniji
svih pravougaonika i dela ravni a 6 x 6 b;

2◦ promena visine k-tog pravougaonika na h (tako da pravougaonik i daǉe
nale�e).

x1 x2 a x3 x4 b x5

Slika 11: Povrxina figure za a 6 x 6 b

Naivni pristup odgovaraǌa na ove operacije se vrxi u vremenskim slo�enos-
tima Θ (n) i Θ (1), xto nije povoǉno ukoliko se broj operacija prve vrste
dosta velik. Me�utim, ako posmatramo (xk, xk+1) kao elementarne intervale
i na osnovu ǌih konstruixemo segmentno stablo, dobijemo znatno efikasnije
rexeǌe.

Neka se u svakom qvoru koji predstavǉa interval (l, r) pamti i rezultat pr-
vog upita kada a = l i b = r tj. zbir povrxina uzastopne serije pravougaonika.
Tada je ta karakteristika svakog qvora jednaka zbiru karakteristika ǌegove
dece, dok se za listove ona raquna kao h ·(r − l). Ovime je omogu�ena izgradǌa
segmentnog stabla i izmena listova.

Ostaje da se rexi operacija 1. Primetimo da a 6 x 6 b obuhvata neko-
liko celih pravougaonika iz ovog skupa i najvixe dva «iseqena». Rexeǌe
predstavǉa zbir povrxina svih celih pravougaonika i delove povrxina kra-
jǌa dva pravougaonika. Me�utim, povrxine celih pravougaonika su ve� or-
ganizovane u zbirove u qvorovima koji nisu listovi, te se primeǌuje gore
opisani princip odabira xto je mogu�e maǌe qvorova da bi se opisala ta
unija pravougaonika. Posebno se razmotre i «iseqeni» pravougaonici, koji
predstavǉaju listove koje treba analizirati.

Dakle, rexeǌe koje primeǌuje sementno stablo odgovara na obe operacije
u slo�enosti Θ (log n), ali zahteva preprocesiraǌe slo�enosti Θ (n). Dakle,
ovo rexeǌe je uvek boǉe od naivnog. 4
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3.2 Stabbing query

Razmotrimo sada situaciju kada postoji izvesno odstupaǌe od pomenutog
«xablona» upita nad segmentnim stablom: operacija izmene �e zahtevati
odabir xto je mogu�e maǌe qvorova koji opisuju neki interval, a upit �e
zahtevati pristup nekom konkretnom elementarnom intervalu. Ovo se sre�e u
situacijama kada je jedan od upita nalik stabbing query. Dakle, jedan od os-
novnih zadataka je slede�i: dat je niz intervala na realnoj pravoj, za svaku
daǉe zadatu taqku na toj pravoj odrediti u koliko se od tih intervala nalazi.

Osnovna ideja je da se svi skupovi I1, . . . , In koji su zadati na samom poqetku
podele na elementarne, odnosno sve intervale i jednoelementne segmente Ej

(1 6 j 6 m) koji odgovaraju presecima polaznih intervala Ik. Primera radi,
ako je I1 = [2, 8), I2 = [4, 7], I3 = (6, 9), I4 = (13, 15). tada mo�emo da uoqimo
E1 = [2, 2], E2 = (2, 4), E3 = [4, 4], E4 = (4, 6), E5 = [6, 6], E6 = (6, 7), E7 = [7, 7],
E8 = (7, 8), E9 = [8, 8], E10 = (8, 9), E11 = [9, 9], E12 = (9, 13), E13 = [13, 13],
E14 = (13, 15). Dobijaǌe skupova Ej od Ik se posti�e tako xto se najpre izdvoje
krajevi intervala Ik, nakon qega se te taqke sortiraju u rastu�em poretku,
pa se na kraju tim redom i procesiraju, xto jednostavno generixe skupove
Ej. Naravno, neophodno je obratiti pa�ǌu i na mogu�a poklapaǌa krajeva.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
E2 E4 E6 E8 E10 E12 E14

Slika 12: Dobijaǌe elementarnih skupova

Nad ovako dobijenim elementarnim skupovima E1, . . . , En mogu�e je kon-
struisati segmentno stablo. Potom se za svaki od Ik primeni operacija qija
struktura liqi na upit opisan na poqetku sekcije: predstavi se preko xto je
mogu�e maǌe qvorova segmentnog stabla. Pri tome se za svaki qvor stabla
quvaju podaci (na primer, u obliku povezane liste) o svim intervalima Ik u
qijem predstavǉaǌu uqestvuju.

[2, 15)

[2, 8)

[2, 6)

[2, 4)

[2, 2] (2, 4)

[4, 6)

[4, 4] (4, 6)

[6, 8)

[6, 7)

[6, 6] (6, 7)

[7, 8)

[7, 7] (7, 8)

[8, 15)

[8, 13)

[8, 9)

[8, 8] (8, 9)

[9, 13)

[9, 9] (9, 13)

[13, 15)

[13, 13] (13, 15)

Slika 13: Segmentno stablo nad dobijenim elementarnim skupovima

Kada se zahteva ispis svih intervala Ik koji sadr�e neku taqku A, postupak
koji se primeǌuje jeste taj da se po�e od qvora u koji predstavǉa elementarni
skup kom A pripada (ako postoji, budu�i da je tako�e mogu�e da je A «levo
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−

I1

−

−

− −

I2

− −

−

I2

− I3

I3

I2 −

−

−

I3

− −

−

− −

−

− −

Slika 14: Razbijaǌa polaznih skupova

−

I1

−

−

− −

I2

− −

−

I2

− I3

I3

I2 −

−

−

I3

− −

−

− −

−

− −

Slika 15: Taqka 7.5 se nalazi u skupovima I1 i I3

od najlevǉeg» ili «desno od najdesnijeg»), nakon qega se analiziraju svi
preci u. Svi intervali Ij koji su navedeni u u i precima u (u okviru ranije
uvedenih povezanih lista) ujedno i predstavǉaju sve intervale Ik u kojima
se nalazi A. Time je dat odgovor na stabbing query.

Ovo rexeǌe se sastoji iz dva dela: preprocesiraǌa i odgovora na upit.
Preprocesiraǌe se sastoji iz odre�ivaǌa elementarnih skupova (dominira
vremenska slo�enost sortiraǌa, Θ (n log n)) i konstrukcije segmentnog sta-
bla (Θ (n)), a vremenska slo�enost preprocesiraǌa je Θ (n log n). Svaki upit
dobija odgovor u Θ (log n) vremenu, te je ovakvo rexeǌe dobro u sluqajevima
kada je broj upita ve�i od broja taqaka.

Postoji i jedno uopxteǌe ovog problema: mogu�e je dodavaǌe novih in-
tervala. Ideju iza rexavaǌa ovakvog zadatka �emo razmotriti u slede�em
istorijski znaqajnom primeru.

Primer 7. 1977. godine Bentli objavǉuje rad (Algorithms for Klee’s rectangle
problems) u kom definixe segmentna stabla da bi rexio naredni problem: za
dati skup od n pravougaonika u ravni kojima su stranice paralelne koordi-
natnim osama (pravougaonici su zadati parovima naspramnih temena (xk, yk)
i
(
x′k, y

′
k

)
, gde xk < x′k, yk < y′k) odrediti povrxinu ǌihove unije.

Ovaj zadatak mo�e da se rexi ukoliko se posmatra kao «dinamiqka» va-
rijanta principa korix�enog u odgovaraǌu na stabbing query. U prethodnom
primeru je zadatak ve� u sâmoj svojoj postavci bio on-line: neophodno je odgo-
voriti na neke upite dok se meǌa neko staǌe. Me�utim, u nekim problemima
je korisno imati na umu qitav ulaz i sve budu�e upite pre formiraǌa samog
segmentnog stabla. U ovom sluqaju mi sâmi definixemo naxe operacije, i
jedan prirodno off-line problem dobija drugaqiji, on-line karakter.

Posmatrajmo sve intervale
(
yk, y

′
k

)
(svakom pravougaoniku pridru�ujemo

«levi», «ulazni», i «desni», «izlazni», interval) i razbijmo ih na dis-
junktne elementarne intervale. Kreiramo segmentno stablo nad ǌima tako
da bude spremno za stabbing query, s tim xto nije neophodno memorisati liste
intervala u svakom qvoru, ve� je dovoǉan samo broj ǌim. Svaki qvor tog sta-
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∆x

Slika 16: Ilustracija sweep line principa i rezultata ∆x · root.val

(1, 10)

(1, 6)

(1, 3)

(1, 2) (2, 3)

(3, 6)

(3, 4) (4, 6)

(6, 10)

(6, 9)

(6, 7) (7, 9)

(9, 10)

Slika 17: Segmentno stablo izgra�eno nad skupom pravougaonika

{0; 6}

{0; 3}

{1; 2}

{0; 0} {0; 0}

{0; 1}

{1; 1} {0; 0}

{0; 3}

{1; 0}

{0; 0} {0; 0}

{0; 0}

Slika 18: Vrednosti u qvorovima segmentnog stabla pred a�uriraǌe
odseqka na poziciji x = 8, a nakon a�uriraǌa x = 5. Vrednosti su zapisane
u obliku {broj intervala; val}. Poxto je root.val = 6, a ∆x = 8− 5 = 3, to je

«prebrisana» povrxina jednaka 3 · 6 = 18.

bla predstavǉa neki interval sa y-ose koji je unija elementarnih, te mo�emo
svakom qvoru da pridru�imo vrednost val koja �e predstavǉati aktuelnu
«pokrivenu» du�inu (vixe o tome kasnije).

Sada se sortiraju svi vertikalni odseqci po svojoj x-koordinati u rastu-
�em poretku (u sluqaju poklapaǌa istih je svejedno kako �emo ih raspore-
diti), a onda se iterira po ǌima tim redom (tzv. sweep line postupak). Kada
se nai�e na neki vertikalni odseqak, najpre se ispita kolika je povrxina
«prebrisana» u toku pomeraǌa u odnosu na prethodni odseqak: ona je jednaka
∆x · root.val, gde je ∆x rastojaǌe aktuelnog od prethodno obra�enog odseqka.
Ova vrednost se dodaje aktuelnoj sumi koja predstavǉa povrxinu.

Nakon toga se postupa razliqito u sluqajevima kada je req o «ulaznom» ili
«izlaznom» intervalu: ako je «ulazni», tada se «dodaje» odgovaraju�i inter-
val u segmentno stablo (u stvari, samo se uve�aju odgovaraju�e vrednosti u
qvorovima segmentnog stabla za 1) i a�uriraju se sve val vrednosti koje su
potencijalno izmeǌene; ako je «izlazni», tada se taj interval «izbacuje» i
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opet se a�uriraju sve potencijalno izmeǌene val vrednosti. A�uriraǌe val
vrednosti nekog qvora se vrxi na osnovu qiǌenice da je ona jednaka ili
zbiru odgovaraju�ih vrednosti za svoju decu (u sluqaju da ne ulazi u sa-
stav nijednog intervala) ili du�ini intervala koji taj qvor predstavǉa
(ako ulazi). Zbog prirode upotrebe val vrednosti se ispostavǉa da je ovo
dovoǉno za ispravnu (praktiqno jedino korix�enu) vrednost root.val.

Slo�enost izgradǌe segmentnog stabla je Θ (n) a sortiraǌa Θ (n log n). Pri
analiziraǌu svakog od 2n segmenata se u Θ (1) vremenu pristupa vrednosti
root.val, a u Θ (log n) se a�urira stablo. Dakle, rezultuju�a slo�enost je bax
Θ (n log n). 4

3.3 Segmentno stablo indukovano nizom

Razmotrimo sada jednu diskretnu varijantu segmentnog stabla (do sada je
bilo reqi iskǉuqivo o neprekidnim). Umesto da od ulaznih skupova formi-
ramo neke elementarne, u ovom sluqaju su nam listovima segmentnog stabla
predstavǉeni jednoelementni skupovi, a ǌihovi elementi su uzastopni celi
brojevi. Dakle, uopxte nam nisu od znaqaja vrednosti «izme�u» celih bro-
jeva. I nad ovako konstruisanim stablom je mogu�e vrxiti operacije sliqnog
tipa kao i ranije: a�uriraǌe vrednosti i postavǉaǌa pitaǌa o svojstvima
nekog opsega.

[1, 7]

[1, 4]

[1, 2]

[1, 1] [2, 2]

[3, 4]

[3, 3] [4, 4]

[5, 7]

[5, 6]

[5, 5] [6, 6]

[7, 7]

Slika 19: Primer segmentnog stabla nad diskretnim skupom vrednosti

Ovakvo stablo je korisno posmatrati u situacijama kada je na ulazu dat
neki niz, vrednosti pridru�ene listovima �e uglavnom biti jednake vred-
nosti elementa niza na odgovaraju�em polo�aju, a postoji dovoǉno jednos-
tavna zavisnost vrednosti pridru�ene roditeǉu i vrednosti pridru�ene de-
tetu.

U stvari, nikakva suxtinska razlika ne postoji izme�u diskretnih i nepre-
kidnih skupova pri implementaciji operacija, jedina razlika jeste qiǌenica
da nije jasna geometrijska interpretacija problema u diskretnim sluqa-
jevima. Primene segmentnih stabala u ovom kontekstu su izuzetno xiroke
i izlaze van domena geometrije. Ipak, zbog nekih znaqajnih posledica im
posve�ujemo posebnu pa�ǌu.

Primer 8. Dat je niz A prirodnih brojeva, pri qemu je du�ina tog niza
jednaka n. Nad ovim nizom se vrxi k operacija tipa:

1◦ vrednost elementa niza A qiji je indeks jednak i se meǌa na v;

2◦ zahteva se odgovor na pitaǌe «koliki je zbir svih elemenata niza A qiji
su indeksi u opsegu od i do j?».
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[1, 7] : 29

[1, 4] : 19

[1, 2] : 10

[1, 1] : 4 [2, 2] : 6

[3, 4] : 9

[3, 3] : 2 [4, 4] : 7

[5, 7] : 10

[5, 6] : 8

[5, 5] : 3 [6, 6] : 5

[7, 7] : 2

Slika 20: Vrednosti upisane u segmentno stablo nad nizom (4, 6, 2, 7, 3, 5, 2) u
primeru 8

Najpre se izgradi segmentno stablo nad polaznim nizom, pri qemu vrednost
upisana u neki qvor predstavǉa zbir svih elemenata niza koji se nalaze u
opsegu koji se odnosi na taj qvor (slika 20). Prva od ove dve operacije je
tada ekvivalentna a�uriraǌu segmentnog stabla, a druga tra�eǌu odgovara
na upit (neophodno je razbiti [i, j] tako da se predstavi kao unija xto je
mogu�e maǌe skupova predstavǉenih qvorovima u stablu).

Vremenska slo�enost izgradǌe segmentnog stabla je Θ (n), a svake operacije
Θ (log n). Dakle, ukupna slo�enost je Θ (n+ k log n). Ovo je oqigledno efikas-
nije o naivnog rexeǌa koje radi (u najgorem sluqaju) u Θ (kn) vremenu.

Ovaj primer �e ponovo biti naveden pri razmatraǌu Fenvikovog stabla,
gde �e biti predstavǉeno jedno malo efikasnije rexeǌe. 4

3.3.1 RMQ problem

Segmentna stabla indukovana nizovima su u znaqajnoj vezi sa takozvanim
range minimum query (skra�eno RMQ) problemom (slobodno prevedeno kao
«najmaǌa vrednost u opsegu»). Naziv potiqe od upita koji je osnovna ope-
racija od znaqaja u ovom zadatku: ako je zadat niz A qija je du�ina n, koja je
najmaǌa vrednost koja se nalazi izme�u i-te i j-te pozicije u A (pri uslovu
1 6 i 6 j 6 n)?

RMQ problem se javǉa u dve varijante. Kada su podaci nad kojima se
postavǉa ovaj upit nepromenǉivi, postoje vrlo efikasna rexeǌa (jedno od
ǌih koristi strukturu koja se naziva sparse tables, a drugo Kartezijska sta-
bla). Sa druge strane, u igru ulaze segmentna stabla kada su ti podaci
promenǉivi.

Kao u primeru 8, nad nizom je mogu�a konstrukcija segmentnog stabla, pri
qemu vrednost pridru�ena nekom qvoru odgovara najmaǌoj vrednosti u opsegu
koji taj qvor obuhvata. Zato za svaki qvor koji nije list va�i da je ta vred-
nost jednaka maǌoj od vrednosti upisanoj u ǌegovu decu (slika 21).

Nad ovako konstruisanim segmentnim stablom se operacije vrxe na uobiqa-
jen naqin. Kada se vrxi a�uriraǌe nekog elementa niza, ustanovi se put od
korena do odgovaraju�eg lista, pa se a�uriraju svi qvorovi na tom putu po-
laze�i od lista. U sluqaju tra�eǌa minimuma iz opsega [i, j] se «razbije»
kao unija xto je mogu�e maǌe skupova na koje se odnose qvorovi. Oqigledno,
izgradǌa stabla radi u Θ (n), a operacije u Θ (log n) vremenu.

Najjednostavnije primene RMQ su vidǉive ve� iz postavke. Tako se, na
primer, mo�emo nekoliko puta postaviti pitaǌe: od onih hotela iz ove ulice
do kojih mogu da stignem za ne vixe od t minuta, u kom je najmaǌa cena sobe?
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[1, 7] : 2

[1, 4] : 2

[1, 2] : 4

[1, 1] : 4 [2, 2] : 6

[3, 4] : 2

[3, 3] : 2 [4, 4] : 7

[5, 7] : 2

[5, 6] : 3

[5, 5] : 3 [6, 6] : 5

[7, 7] : 2

Slika 21: Izgled izgra�enog segmentnog stabla u RMQ problemu

Postoje neke primene RMQ koje nisu iz prve oqigledne. Jedna od najpoznati-
jih je veza sa zadatkom koji delom spada u teoriju grafova, lowest common
ancestor (skra�eno LCA) problemom: za dato ure�eno stablo (definisani su
predaqki odnosi) se postavǉa pitaǌe koji je prvi zajedniqki predak qvorova
a i b. LCA mo�e direktno da se svede na RMQ problem (naqin na koji se
to posti�e ovde ne�e biti obra�en). Neke direktne primene LCA se tiqu
ustanovǉavaǌa prirode nekih veza u ure�enim stablima, a slo�enije nisu
predmet ovog rada. Interesantna je i primena RMQ na stringovima, s tim
xto tada qesto dolazi i do pojave sufiksnih stabala.

[1]

[2] [3]

[4]

[5] [6]

[7]

[8]

[9]

[10]

Slika 22: LCA qvorova [5] i [7] je [3]

3.4 Lazy propagation

Kada se vrxi operacija a�uriraǌa (Update) segmentnog stabla, neophodno
je izmeniti vrednosti u Θ (log n) qvorova. Ukoliko je priroda a�uriraǌa
takva da promena nije na nivou pojedinaqnog lista, ve� qitavog opsega, ovaj
broj qvorova postaje dosta ve�i i slo�enost ovakve operacije bi mogla da
bude reda veliqine Θ (n) (promene nastaju na nivou celog stabla). Neki od
ǌih �e sa vrlo malom verovatno�om biti razmotreni pri pozivu upita (naj-
vixe dva qvora sa iste visine uqestvuju u razbijaǌu skupa nad kojim se
vrxi upit), posebno listovi. Najqex�e se pristupa vrednostima upisanim u
qvorove bliske korenu. Odavde sledi osnovna ideja lazy propagation tehnike:
pri pozivu operacije Update se ne izmene svi qvorovi na putu do lista. U
stvari, ovo je tehnika odlo�ene izmene.

Umesto da se a�urira vrednost u velikom broju qvorova jednog segmentnog
stabla, samo se upamti da do izmene treba da do�e i a�urira se vrednost
u korenu. Kada nastupi neka druga operacija, pri razmatraǌu nekog qvora
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postoji mogu�nost da postoje a�uriraǌa koja je neophodno razmotriti. Tek
tada se obaveza izmene «prosledi» ǌegovoj deci (sem u sluqaju kada je req o
listu).

U zavisnosti od konkretnog zadatka se meǌa i te�ina implementacije (naj-
lakxe je za upite koji se tiqu sume). Za svaki qvor u segmentnom stablu je
uglavnom dovoǉno pamtiti jednu izmenu koju je neophodno primeniti.

Primer 9. Razmotrimo sada dinamiqku varijantu RMQ problema sa sle-
de�om izmenom: umesto da se meǌa vrednost jednog elementa, sve vrednosti
iz nekog intervala se uve�avaju za neki odre�eni broj x.

Implementirana su rexeǌa ovog problema sa i bez korix�eǌa lazy pro-
pagation tehnike, nakon qega su merena vremena izvrxavaǌa pri razliqitim
veliqinama ulaznog niza (N) i brojem upita (Q), pri qemu su niz i upiti
nasumiqno generisani. Slede tabele sa kojih mogu da se oqitaju vremena izvr-
xavaǌa programa.

Odavde se jasno vidi da bez ovakve tehnike u primerima gde se koristi
ovakav upit postaje besmisleno ne koristiti lazy propagation. 4

3.5 Uopxteǌe za vixe dimenzije

Do sada su bila razmatrana segmentna stabla u sluqajevima kada su svi
skupovi bili neprekidni odseqci ili intervali na nekoj pravoj. Me�utim, u
praksi se qesto sre�u problemi koji zahtevaju obradu velikog broja taqaka
ili skupova koji se nalaze u prostorima dimenzije 2, 3, 4, . . . , k. Za takve
situacije je opet mogu�e koristiti neku varijantu segmentnog stabla.

U primeru 5 uveden je pojam hiperkocke. On se mo�e iopxtavati, ali nama
�e od posebnog interesa biti hiperpravougaonici. Poxto oqekujemo da se u
prostorima dimenzije 1 oni degenerixu u segmente, u prostorima dimenzije
2 u pravougaonike, a u prostorima dimenzije 3 u kvadre, tada je prirodno
definisati:

Definicija 5. Neka je Rk pridru�en odgovaraju�i afini prostor, a
[a1, b1], [a2, b2], . . . , [ak, bk] su segmenti. Tada je [a1, b1]×·×[ak, bk] hiperpravougao-
nik (ovde je × Dekartov proizvod).

Dakle, osnovna ideja je da se izvrxi segmentacija i formira stablo, pri
qemu �e listovima sada biti predstavǉeni razliqiti elementarni hiper-
pravougaonici. U sluqaju dimenzije k = 2 req je o pravougaonicima. Kao
xto je prime�eno u dosadaxǌim razmatraǌima u sluqaju k = 1, oni �e biti
formirati od polaznih k-dimenzionih hiperpravougaonika (koji mo�da nisu
eksplicitno dati na ulazu, ali se daju odrediti u zadatku).

Razmotrimo strukturu jednog k-dimenzionog segmentnog stabla. Najpre se
kreira segmentno stablo tako xto se uzimaju u obzir projekcije na x-osu
koordinatnog sistema (ovo je osnovno, jednodimenziono segmentno stablo).
Me�utim, svakom qvoru ovako kontruisanog stabla se pridru�i i segmentno
stablo reda k − 1 koje se daǉe sliqno definixe: najpre se konstruixe nad
projekcijama na y-osu, pa, ako postoji vixe dimenzija, na z itd.

Izmene koje se vrxe u ovakvim situacijama su jednostavne, samo je neophodno
voditi raquna o koordinatama. Isto tako je lako ispitati i vremenske slo�e-
nosti ovih postupaka. Neka je dimenzija segmentnog stabla jednaka k. Ako se
izuzme polazno sortiraǌe, izgradǌa zahteva Θ

(
nk
)
vreme (u svakom «nivou»

dodajemo jox Θ (n) qvorova). Kada postavimo pitaǌe u vezi sa nekim hiper-
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Slika 23: Znaqeǌe svakog qvora 2d segmentnog stabla: primer nad
diskretnim skupom (izvor: [11])

pravougaonikom ili vrximo a�uriraǌe nekog elementa, najpre izolujemo ǌe-
gov polo�aj po x-koordinati, a onda u svakom od odabranih qvorova prvog
«nivoa» segmentnog stabla radimo izolaciju u slede�em «nivou» itd. xto
daje vreme Θ

(
logk n

)
. Kao xto vidimo, izuzetno je izra�ena kletva dimen-

zionalnosti: vremenska su eksponencijalno loxija xto je ve�a dimenzija.

Primer 10. Data je mapa nekog regiona, pri qemu je on prikazan seg-
mentisan na kvadrati�e i poznata je sredǌa visina regiona u okviru tog
kvadrati�a. S vremena na vreme se a�uriraju podaci zbog ranijih grexaka
u mereǌima. S druge strane, redovno se od nas tra�i da dostavimo podatke
o taqki najmaǌe nadmorske visine u nekoj oblasti.

U stvari, ovaj zadatak se svodi na RMQ u dve dimenzije. Ukoliko bismo
izgradili dvodimenzionalno segmentno stablo nad datom matricom, tada na
svaki upit mo�emo da odgovorimo u Θ

(
log2 n

)
vremenu, pri qemu nam je neopho-

dno Θ
(
n2
)
vreme za izgradǌu stabla. 4

Na�alost, iako je implementacija segmentnih stabala u vixe dimenzija
jednostavna, ona ne daje zadovoǉavaju�e rezultate. Zato se u slo�enijim ge-
ometrijskim zahtevima koriste neke efikasnije strukture podataka.
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4 Fenvikovo stablo

Problemi koji se rexavaju segmentnim stablom se qesto javǉaju u obliku
koji zahteva implementaciju dve vrste operacija:

1◦ promena vrednosti karakteristiqne za neki elementarni interval;

2◦ odre�ivaǌe osobine koja zavisi od vrednosti karakteristiqnih za sve
intervale iz nekog opsega tj. od i-tog do j-tog intervala.

U ne malom broju problema rexivih segmentnim stablom se ili eksplicitno
vrxi promena oblika operacije 2◦ ili je mogu�e svesti je na jednostavniji
oblik koji glasi: odre�uje se osobina koja zavisi od vrednosti koje su karak-
teristiqne do nekog poqev od prvog elementarnog intervala. Ovaj rezon je
xiroko primenǉiv i u jednostavnijim zadacima: zbir svih elemenata nekog
niza od i-te do j-te pozicije da se odrediti koriste�i zbirove od poqetka
pa do pozicija i − 1, odnosno j. U ovakvim situacijama se ne pribegava im-
plementaciji segmentnog stabla, ve� se koristi nexto efikasnija struktura
podataka koju nazivamo Fenvikovo stablo11.
Motivacija za korix�eǌe Fenvikovog stabla nad segmentnim je vixestruka.

Kǉuqni razlozi su jednostavnija implementacija i nexto maǌa potroxǌa
resursa (izmena u konstanti). Iz tog razloga je primena Fenvikovog stabla
xiroko rasprostraǌena. Ipak, dr�e�i se teme (primene u geometriji), ovde
se ne�e posvetiti naroqita pa�ǌa ǌima.

Ipak, navedimo osnovnu strukturu jednog Fenvikovog stabla. Fenvikovo
stablo se, kao i segmentno, tako�e gradi nad nekim polaznim nizom (elementi
tog niza su listovi) u svojoj najqex�oj varijanti (diskretni podaci). Radi
jednostavnosti, pretpostavimo da je broj elemenata ovog niza n = 2k, i najpre
izgradimo segmentno stablo nad ovim nizom.

Primetimo, me�utim, da nam za tra�eno svojstvo svih elemenata niza od
prvog do j-tog nisu neophodni svi qvorovi da bi se odr�alo logaritamsko
vreme. Ako je j = 1, dovoǉan nam je samo prvi list; ako je j = 2, dovoǉan nam je
ǌegov roditeǉ; ako je j = 3, dovoǉan nam je qvor iz sluqaja j = 2 i qvor koji
predstavǉa tre�i element niza; ako je j = 4, dovoǉan je qvor koji opisuje prva
qetiri elementa itd. Ve� sada uoqavamo izvesnu vezu sa binarnim zapisom
broja j, xto se uoqava iz pravilnosti kojim se biraju qvorovi.

[1, 8]

[1, 4]

[1, 2]

[1, 1] [2, 2]

[3, 4]

[3, 3] [4, 4]

[5, 8]

[5, 6]

[5, 5] [6, 6]

[7, 8]

[7, 7] [8, 8]

Slika 24: Minimalan skup qvorova neophodan za predstavǉaǌe proizvoǉnog
skupa [1, j], gde 1 6 j 6 8

Pri predstavǉaju broja j uzmimo u obzir ǌegov binarni zapis. Uzmimo,
primera radi, j = 13 = 011012. Primetimo da se karakteristika [1, j] mo�e

11Za ovo stablo su uqestali i neki drugi nazivi, izme�u ostalih i: binary indexed tree
(BIT), kumulativno stablo.
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predstaviti kao ukupna karakteristika slede�ih podskupova: [000012, 010002],
[010012, 011002] i [011012, 011012]. A upravo se odgovaraju�i qvorovi nalaze u
segmentnom stablu! U stvari, stalno dodajemo sve maǌe stepene dvojke dok ne
dobijemo j: 13 = 8 + 4 + 1 (maǌi su, uzimamo qvorove razliqitih visina: ako
bismo odabrali dva susedna qvora iste visine, to je isto kao da smo odabrali
ǌihovog zajedniqkog roditeǉa).

[1, 8]

[1, 4]

[1, 2]

[1, 1]

[3, 3]

[5, 6]

[5, 5]

[7, 7]

Slika 25: Jedan naqin predstavǉaǌa Fenvikovog stabla: vidimo da ovako
nije binarno, ali ga ipak smatramo znaqajnim jer predstavǉa «kontrakciju»

segmentnog stabla

Naravno, ovakvo rexeǌe je mogu�e, ali Fenvikovo stablo �e sadr�ati
iskǉuqivo one qvorove koji su neophodni za predstavǉaǌe bilo kog skupa
oblika [1, j]. Dakle, nisu neophodni qak ni svi listovi: ukupno �e biti bax
n qvorova u stablu i to �e j-ti od ǌih biti posledǌi koji uqestvuje u pred-
stavǉaǌu [1, j].

Pogledajmo na xta se tada svode prethodno navedene operacije:

1◦ Izmenom vrednosti nekog elementa polaznog niza postaje neophodno da
se a�uriraju izvesni qvorovi u stablu. U sluqaju j = 13 i n = 16 po-
stupak je slede�i: 010012 → 010102 → 011002 → 100002. U stvari, ideja
je da se posledǌi «blok» jedinica zameni nulama, a da se prva nula
ve�e te�ine zameni jedinicom. Primetimo da je neko trenutno x oblika
x = . . . 00111 . . . 11000 . . . 002. Invertovaǌem svih bitova (nepotpuni kom-
plement) dobije se broj oblika x̃ = . . . 11000 . . . 00111 . . . 112. Dodavaǌem
jedinice ovoj vrednosti (potpuni komplement, odnosno suprotan broj)
dobije se −x = . . . 11000 . . . 01000 . . . 002. x i −x se u binarnom zapisu pok-
lapaju iskǉuqivo u ciframa qije te�ine odgovaraju «krajǌim nulama»
i jednoj jedinici. Taj zajedniqki deo i ta prva jedinica se dobiju op-
eracijom binarne konjunkcije: x and (−x). Dodavaǌem x ovome se dobije
. . . 01000 . . . 00000 . . . 002, xto je upravo slede�i tra�eni broj. Dakle, ko-
rak je x+ (x and (−x)).

2◦ Drugo kǉuqno pitaǌe jeste kako razlo�iti neki dati broj j na prethodno
naveden naqin: u sluqaju 13 = 011012 bilo je 011012 → 011002 → 010002. Za-
kǉuqujemo da je neophodno da posledǌu jedinicu u binarnom zapisu nekog
broja x zamenimo nulom. Postoji vrlo jednostavan naqin da se ovo uradi:
koriste�i qiǌenicu da se x i x−1 razlikuju samo u onim bitovima poqev
od onih najmaǌe te�ine pa do «najmaǌe» jedinice u zapisu x sledi da
se slede�i broj u predstavǉaǌu j dobija primenom x and (x− 1).

Implementacija Fenvikovog stabla ne�emo vrxiti korix�eǌem stabala i
pokazivaqa, ve� samo jednog jedinog pomo�nog niza. Zato je uqestalo korix-
�eǌe izraza «kumulativne tabele».
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Ponaxaǌe u praksi razmatramo u narednom primeru, osnovnoj primeni ove
strukture, gde �emo razmotriti i efikasnost.

4.1 Izraqunavaǌe prefiksnih suma

Prefiksne sume nekog niza A predstavǉaju neki niz PA tako da: PA [1] = A [1],
PA [2] = A [1] +A [2], . . . , odnosno:

PA [k] =
k∑

i=1

A [i],

uz dodatnu definiciju PA [0] = 0.

Osnovna primena prefiksnih nizova je za efikasno izraqunavaǌe zbira
A [i] +A [i+ 1] + . . .+A [j]: to se dâ izraqunati preko PA [j]− PA [i− 1].

Podsetimo se primera 8: niz A je promenǉiv i vrximo veliki broj upita
u kojima se zahteva zbir svih elemenata niza A poqev od jedne i zakǉuqno
sa nekom drugom pozicijom. Za efikasno odre�ivaǌe ovog zbira koristimo
prefiksne sume PA [k] (na osnovu malopre navedene relacije).

Slika 26: Skica «kumulativnih tabela» (izvor: [8])

Uoqimo Fenvikovo stablo nad ovakvim nizom i odgovaraju�i niz FA: karak-
teristika nekog segmenta [i, j] (koja �e biti upisana u element FA [j]) je upravo
zbir svih elemenata od i-tog do j-tog. Odre�ivaǌe PA [k] se odre�uje primenom
operacije 2◦, a izmena nekog elementa upravo odgovara operaciji 1◦.

Sledi deo implementacije:
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Kôd 4

Qeste jednostavne implementacije operacija u Fenvikovom stablu

// argumenti: nova vrednost, pozicija izmenjenog elementa,

// polazni niz, indukovano stablo, dimenzija niza

void Update(int newVal, int pos, int A[], int FA[], int n)

{

int k = pos;

int v = newVal - A[pos];

while (k <= n)

{

FA[k] += v;

k += k & (-k);

}

}

// argumenti: indeks do kog ide prefiksna suma,

// indukovano Fenvikovo stablo

int FindPrefixSum(int pos, int FA[])

{

int k = pos;

int sum = 0;

while (k > 0)

{

sum += FA[k];

k = k & (k - 1);

}

return sum;

}

Operacija ovakvog tipa nalazi razne primene i redovno se javǉa u nekim
slo�enijim problemima. Ipak, ne�emo se daǉe ǌima baviti.

Slika 27: Drugi naqin predstavǉaǌa «kumulativnih tabela» (izvor: [11])

4.2 Pore�eǌe Fenvikovog i segmentnog stabla

Nije mogu�e rexiti sve zadatke rexive segmentnim stablom i Fenvikovim
(RMQ), ali je taqno obratno. Me�utim, implementacija korix�eǌem seg-
mentnog stabla je nexto komplikovanija, a ujedno i maǌe efikasna (iako su
vremenske slo�enosti svih operacija identiqne, Fenvikovo stablo konzis-
tentno poseduje prednost u praksi jer je broj operacija je vixestruko maǌi).
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Lazy propagation strategija i ovde prolazi na potpuno isti naqin, kao i
uopxteǌe za vixe dimenzije. Dakle, Fenvikovo stablo bi trebalo koristiti
kad god je to mogu�e.

Navedimo, na kraju, i jedan primer iz geometrije:

Primer 11. (Balkanska olimpijada iz informatike, 2011.) Razmotrimo
dve horizontalne prave. Trapez Ti izme�u ove dve prave ima dva temena na
gorǌoj i dva temena na doǌoj pravoj (videti sliku). Oznaqimo sa ai, bi, ci i
di apscise gorǌeg levog, gorǌeg desnog, doǌeg levog i doǌeg desnog temena
trapeza T , respektivno. Podskup S ovih trapeza se naziva nezavisnim ako se
nikoja dva trapeza iz S ne presecaju. Odrediti veliqinu najve�eg nezavisnog
skupa trapeza ako je broj trapeza n, gde n 6 105.

Slika 28: Primer skupa trapeza (vrhovi i dna trapeza su pomereni radi
vidǉivosti)

Najpre se svi ovi trapezi sortiraju po gorǌoj desnoj granici i po tom
poretku se formira jedno Fenvikovo stablo (nad diskretnim skupom: svaki
list predstavǉa jedan trapez). Svaki list predstavǉa najve�i broj disjunk-
tnih trapeza koji mogu da se odaberu zakǉuqno sa onim koji taj list pred-
stavǉa. Svaki drugi qvor uzima vrednost maksimuma svoja dva deteta, a time
se ostvaruje mogu�nost dinamiqkog RMQ.

Daǉe se izdvoje doǌa leva i doǌa desna temena svih trapeza i zajedno
sortiraju, pri qemu se za svako pamti i da li je levo ili desno i na koji
trapez se odnosi. Ukoliko je req o levoj granici, trapezu se pridru�i broj
koji je za jedan ve�i od najve�eg broja u Fenvikovom stablu, pri qemu se
u obzir uzimaju oni trapezi qija je gorǌa desna granica levo od gorǌe
leve granice trenutnog trapeza. Ukoliko je req o desnoj granici, izraqunati
broj se zabele�i u Fenvikovom stablu, qime je omogu�eno ǌegovo «uqex�e»
u rezultatima za kasnije obra�ene trapeze.

Konaqan rezultat je maksimum od svih brojeva pridru�enih trapezima.
Obavǉa se Θ (n) upita nad Fenvikovim stablom, te je Θ (n log n) ukupna vre-
menska slo�enost ovakvog rexeǌa. 4
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5 kd stablo

Pretpostavimo da nam je dat skup taqaka u prostoru. Tada postoji jedna klasa
geometrijskih upita koji su sliqnog tipa i sa velikim brojem primena:

• Odre�ivaǌe taqke iz ovog skupa koja je najbli�a nekoj datoj — nearest
neighbour (NN) upit. Osnovna primena se javǉa u organizaciji slu�bi
sa hitnim reakcijama: vatrogasna slu�ba, policija, hitna pomo�. Mo�e
da se koristi i u savremenim online aplikacijama za odre�ivaǌa naj-
bli�eg lokala nekog tipa. Ovaj upit se javǉa i u nekim heuristikama i
optimizacionim problemima (problem trgovaqkog putnika).

• Odre�ivaǌe najve�eg mogu�eg pravougaonika koji ne sadr�i nijednu
taqku. Ovo mo�e da bude korisno ukoliko se planira izgradǌa nekog
objekta xto je mogu�e ve�e povrxine.

• Range searching upiti: odre�ivaǌe broja taqaka u nekoj oblasti, nekog
ekstremalnog svojstva u oblasti. . .

Od qitave spatial query klase upita (prostorni upiti), primenǉivim pri
radu sa bazama podataka u kojima su posmatrani objekti geometrijske prirode,
posebno smo izdvojili ove. Oqekujemo da indeksiraǌe svih taqaka preko niza
ne�e dati zadovoǉavaju�e rezultate po pitaǌu efikasnosti, te nam je neopho-
dan nekakav prostorni indeks. Za ovakve potrebe koristi se kd stablo12.
Suxtina strukture kd stabla se zasniva na segmentaciji prostora: najpre

se sve taqke podele u dva maǌe-vixe jednako brojna podskupa koje razdvaja
jedan uslov: odnos sa nekom koordinatom (sve taqke qija je odgovaraju�a ko-
ordinata maǌa od te referentne nalaze se u jednom skupu, one qija je ve�a
nalaze se u drugom skupu, a u sluqaju jednakosti postoje razlike u zavisnosti
od pristupa). Nakon toga se rekurentno vrxi podela ovih podskupova na isti
naqin, ali se sada vrxi razdvajaǌe po nekoj drugoj koordinati (ako je prvo
razdvajaǌe bilo po x koordinati, daǉe ide po y, pa po z itd. . . kada se do�e
do posledǌe, ponovo se deli po x koordinati).

Req je, dakle, o stablu nad k-dimenzionim podacima. U sluqaju k = 1 se
pamte taqke koje su u sortiranom poretku i ovo je onda binarno stablo pre-
trage (primer 1, odeǉak 2.1). U sluqaju k = 2 se operixe sa jednom ravni, u
sluqaju k = 3 sa prostorom itd.

Ispostavi�e se da je ovako formirano stablo vrlo podesno za zadatke nave-
denog tipa. Da bi se stablo kreiralo, neophodno je odrediti tu granicu
koja se povlaqi radi podele na dva podskupa. Jednostavno bi bilo uzeti ar-
itmetiqku sredinu, ali je to nezgodno u velikom broju sluqajeva jer taqke
uglavnom nisu «ravnomerno» raspore�ene (naravno, ukoliko te�imo pravl-
jeǌu balansiranog stabla). Da bi bila izvrxena podela na dva skupa pri-
bli�no jednake brojnosti, neophodno je odrediti medijanu (pri tome �emo
ignorisati uobiqajenu definiciju ako je broj elemenata paran: aritmetiqka
sredina dva sredǌa elementa).

12Koristi se i zapis k-d stablo u literaturi. Pri put kada je uvedeno («Multidimensional bi-
nary search trees used for associative searching», Bentli, 1975.) se govorilo o «uopxteǌu binarnog
stabla pretrage».
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Slika 29: Podela prostora na segmente
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Slika 30: kd stablo formirano nad segmentisanim prostorom

5.1 Quickselect algoritam

U naivnom sluqaju, medijana nekog niza se odredi tako xto se najpre izvr-
xi sortiraǌe, pa se uzme sredǌi element. Ipak, ovakav postupak zahteva
Θ (n log n) vreme, gde je n du�ina niza. Od ostalih metoda izdvajamo, zbog
jednostavnosti, Quickselect algoritam.

Quickselect ima sliqnu ideju kao Quicksort algoritam sortiraǌa. Posma-
trajmo niz A koji ima n elemenata. Neka se tra�i element sa pozicijom k
u sortiranom nizu tj. k-ti najmaǌi. Najpre izdvajamo neki element x (koji
zovemo pivot) i ispitujemo koji su elementi u A maǌi, a koji ve�i od ǌega
(u sluqaju jednakosti je potpuno svejedno u koju grupu ga stavǉamo). Ukoliko
preuredimo niz tako da su svi elementi koji su maǌi od x pre ǌega u nizu, a
oni koji su ve�i od x posle ǌega, tada se x nalazi na istom mestu u kom bi
se nalazio u sortiranom nizu — oznaqimo tu poziciju sa p. Na osnovu ovoga
mo�emo da zakǉuqimo da li je on maǌi, ve�i ili bax jednak tra�enom k-tom
najmaǌem elementu, te razdvajamo sluqajeve:

1◦ ukoliko je bax p = k, tada je x rexeǌe;

2◦ ukoliko je p > k, tada se tra�eni element nalazi u delu niza zakǉuqno
sa elementom na poziciji p− 1;
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3◦ ukoliko je p < k, tada se tra�eni element nalazi u delu niza poqevxi
od elementa na poziciji p+ 1.

U sluqaju da k-ti najmaǌi element nije odre�en, ponavǉa se postupak, s tim
xto se pivot bira iz dopustivog regiona. Ovaj postupak se ponavǉa (dakle,
meǌaju se leva i desna granica u kojoj se tra�eni element nalazi) i sigurno
�e se korektno zavrxiti.

Posmatrajmo rad ovog algoritma na primeru niza (1, 6, 2, 9, 4, 7, 5), gde tra�i-
mo qetvrti najmaǌi element:

(|1,6, 4, 9, 2, 7, 5|),
(|1, 4, 2, 5,6, 7, 9|),
(|1,4, 2, 5|, 6, 7, 9),

(|1, 2,4, 5|, 6, 7, 9),(
1, 2, 4,

∣∣∣ 5 ∣∣∣, 6, 7, 9).
U najgorem sluqaju, Quickselect radi u Θ

(
n2
)
vremenu (na primer, ako stalno

biramo prvi element za pivot, a niz je ve� sortiran). Ipak, oqekivano i
proseqno vreme rada ovog algoritma je Θ (n) jer je oqekivani broj iteracija za
nala�eǌe medijane vrlo mali (isti argument pravda uzimaǌe da je vremenska
slo�enost Quicksort algoritma data sa Θ (n log n)). Predla�e se nasumiqno
biraǌe pivota da bi se postigli ovakvi efekti.

5.2 Princip funkcionisaǌa kd stabla

Radi pra�eǌa rada kd stabla neophodno je najpre nabrojati sve operacije koje
je nad ǌim mogu�e vrxiti. Za neke je optimizovano (kreiraǌe, NN search), a
za neke uopxte nije (ubacivaǌe novog elementa, brisaǌe).

Najpre navedimo pomo�ne podatke u strukturi stabla. Pored pukih poka-
zivaqa na decu i podataka o taqki (mogu�e implementirati tako�e preko
pokazivaqa), trebalo bi pamtiti i izvesne pomo�ne podatke: sve one koordi-
nate koje govore o kom se delu prostora radi (poxto neki segmenti prostora
imaju granice oblika ±∞, postoje razliqiti naqini prevazila�eǌa ovog
problema u zavisnosti od konkretne situacije: ili se zada neki broj koji
izlazi iz predvi�enih ograniqeǌa za ulazne podatke ili se uvodni pomo�na
promenǉiva logiqkog tipa).

Kreiraǌe. Za kreiraǌe stabla se koristi rekurzivan postupak. Req je o
kreiraǌu stabla nad nekim delom A, niza taqaka. Ukoliko ne postoji
nijedna taqka u izdvojenom delu niza A, req je o null qvoru. U suprotnom,
koristimo pomenuti Quickselect algoritam, gde se tra�i bn/2c-ti najmaǌi
element. Tada se on pridru�uje aktuelnom qvoru i razmatraju se deca
koja se dobijaju iz niza koji je modifikovan nakon primene Quickselect,
vrxi se podela po odgovaraju�oj hiperravni. Kriterijum po kom se urede
elementi zavisi od visine na kojoj se qvor nalazi (ispituje se ostatak
pri deǉeǌu sa brojem dimenzija).

Slo�enost kreiraǌa kd stabla je Θ (n log n) (req je o oqekivanoj slo�eno-
sti!). Sledi opravdaǌe koje se zasniva na gruboj proceni (ne i dokaz!).
Naime, postoji oko n/2 listova u stablu i oni su na visini log2 n. Da bi
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se stablo konstruisalo, bilo je neophodno primeniti Quickselect odre�en
broj puta: jednom za niz du�ine n, dva puta za niz du�ine n/2, qetiri
puta za niz du�ine n/4 itd. Dakle, za svaku visinu se vrxi Θ (n) ope-
racija. Sledi da je slo�enost izgradǌe stabla bax Θ (n log n). Intere-
santno je da ovde k uopxte ne uqestvuje izuzev razliqitih k kriterijuma
po kojima se vrxi sortiraǌe, pa su efekti kletve dimenzionalnosti ovde
minimalni.

Odgovor na NN upit. Najpre se ustanovi u kom se taqno segmentu prostora
nalazi pomenuta taqka — pretraga stabla koja odre�uje odgovaraju�i
list je jednostavna (uz uobiqajene probleme u sluqaju jednakosti). Taqka
uoqena u tom segmentu prostora je sigurno jedan od kandidata i ak-
tuelni minimum, najbli�i sused. Dokle god postoji neki qvor takav da
deo prostora koji opisuje ima udaǉenost maǌu od aktuelne minimalne
(tj. ukoliko odgovaraju�a kugla preseca graniqnu hiperravan), tada je
on kandidat za novog najbli�eg suseda.

◦
A

◦
B

◦
C

◦
D

◦
E

◦
F

◦
G

◦
H

◦
I

◦
J

◦
K

◦
L

•
M

◦
N

◦
O×

Slika 31: Prvi korak u radu pretrage: taqka iz upita se nalazi segmentu u
kom je M , pa je M pri izbor za najbli�eg suseda
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Slika 32: Drugi i tre�i korak u radu pretrage: krug seqe segment u kom je
D, ali to je mnogo ve�e od rastojaǌa do M ; L je slede�i izbor i to je novi

najbli�i sused
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Slika 33: Preostali koraci u pretrazi: kandidati su i C, E, N i O, ali je
na kraju bax L taqka koja je NN; ostatak prostora ne dolazi u obzir pri

pretrazi

Asimptotska analiza ovakvog postupka za odre�ivaǌe najbli�eg suseda
je problematiqna. Ukoliko su taqke nasumiqno generisane, tada se oqe-
kuje Θ (log n) vreme. Fridman, Bentli i Finkel u radu iz 1977. godine
dokazuju da je mogu�a pretraga u logaritamskom vremenu.

Efekti kletve dimenzionalnosti qesto dovode do pretrage mnogo vixe
qvorova, qime se slo�enost uve�ava. U sluqajevima kada je k uporedivo
sa n rad kd vixe nema toliko prednosti nad linearnom pretragom. Ipak,
u praksi se ovakvi sluqajevi ne razmatraju, te uzimamo da su efekti
kletve dimenzionalnosti minimalni.

Interesantno je primetiti da se ovakav upit mo�e prilagoditi na sve
istaknute metrike (sva Lk

p uopxteǌa Euklidskog rastojaǌa). Za sve me-
trike va�i da se u kugli qiji je centar taqka iz upita i qiji radijus
daǉe odre�uje NN taqka ne nalazi nijedna taqka. U zavisnosti od izbora
metrike se dobijaju razliqiti interesantni rezultati.

Dodavaǌe novog qvora. Ubacivaǌe novog qvora je veliki problem za bi-
narno stablo pretrage jer naruxava balansiranost, te nije neoqekivano
da se to dexava i ovde. Konkretni zadaci u kojima dolazi do primene
kd stabla uglavnom «statiqni» (nema ni dodavaǌa ni brisaǌa taqaka).
Poxto je problem rebalansa inaqe vrlo komplikovan, ovde mu ne�e biti
posve�ena naroqita pa�ǌa. Postoje neka uopxteǌa koja zaobilaze ovaj
problem: adaptivno kd stablo, kd B stablo, pseudo kd stablo. . .

Brisaǌe zadatog qvora. Va�i isti komentar kao i za dodavaǌe qvora.

Primer 12. U jednom gradu postoje ulice (horizontalne na mapi) i aveni-
je (vertikalne na mapi) i one obrazuju jednu celobrojnu rexetku. Vreme
neophodno za prelazak od jedne do ǌoj susedne raskrsnice oznaqimo sa 1. U
toku no�i veliki broj ǉudi zove gradski taksi, a na nekim raskrsnicama se
nalaze taksi stanice na kojima se uvek nalazi bar jedan taksi. U interesu
taksi slu�be je da svi klijenti budu uslu�eni xto ranije. Za svaku osobu
koja zada svoj polo�aj odrediti taksi stanicu sa koje �e taksi do�i, kao i
odgovaraju�e vreme.
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U stvari, tra�i se ona taksi stanica qije je Menhetn rastojaǌe od putnika
najmaǌe mogu�e — ovo je jednostavan NN upit za L2

1 metriqki prostor. Dakle,
nakon kreiraǌa 2d stabla nad svim stanicama se primeǌuju odgovaraju�i
upiti za svakog putnika. 4

Primer 13. Dat je skup taqaka od N u prostoru. Zadaje se Q taqaka, a uz
svaku ide upit: odrediti onu kocku sa centrom u taqki iz upita takvu da su
joj ivice paralelne koordinatnih osama i ne sadr�i nijednu drugu taqku.

Najve�a kocka koja ne sadr�i nijednu taqku ima bar jednu na svom rubu.
Tra�imo metriku qije su kugle upravo kocke qiej su ivice paralelne ko-
ordinatnim osama. Ovo se posti�e u L3

∞ metriqkom prostoru, qime se daǉe
problem svodi na prostu primeru NN upita. Vremenska slo�enost ovog rex-
eǌa je Θ ((N +Q) logN). 4

5.3 Intervalni upiti

kd stabla su izuzetno efikasna kad god se primeǌuje NN upit. Ipak, ona se
koriste i kada je operacije range query tipa, kao ve�ina ǌih ranije pomenutih
kod segmentnih stabala: odre�ivaǌe neke karakteristike ukoliko se posmatra
neki segment. Kao i pri radu sa vixedimenzionim segmentnim stablima, ovde
se pri upitu radi o nekom hiperpravougaoniku.

Ovde postoje izvesne sliqnosti kao pri radu sa segmentnim stablom. Ilu-
strujmo ovo na narednom primeru: tra�i se broj taqaka koji se nalazi u
hiperpravougaoniku iz upita.

·G

·H
·B

·A
·C

·D

·E

·I

·J

·L
·M

·K

·N

·H
·O ·Q

·P

Slika 34: Koliko ima taqaka u pravouganiku?

Kreiraǌem kd stabla dolazi do segmentacije prostora. Svakom qvoru dode-
limo broj koji govori o broju taqaka unutar ǌega (oqigledno zbir vrednosti
u deci uve�an za jedan, pri qemu je u listovima jednak jedinici). Upit se
razmatra polaze�i od korena i naredni rekurzivan postupak se primeǌuje
pri obradi nekog qvora:

1◦ ukoliko je req o null qvoru, ne radi se nixta i ova grana rekurzije se
zavrxava;

2◦ ukoliko je odgovaraju�i segment podskup hiperpravougaonika iz upita,
tada sve taqke sadr�ane u ovom qvoru ulaze u izbor i ova grana rekur-
zije se ovde zavrxava;
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3◦ ukoliko ne postoji presek sa posmatranim hiperpravougaonikom, ne ra-
zmatra se nijedan daǉi potomak iz ovog podstavǉa i ova grana rekurzije
se ovde zavrxava;

4◦ u suprotnom, proveri se da li se taqka pridru�ena aktuelnom qvoru
nalazi unutar hiperpravougaonika, nakon qega se razmatraju deca tog
qvora.

Jasno je da ovaj postupak daje �eǉene rezultate. Analiza efikasnosti nije
preterano komplikovana, ali je korisno prodiskutovati je. Kod segmentnog
stabla je ovakav postupak davao logaritamsku slo�enost, ali je bio ograniqen
na jednu dimenziju (2d segmentno stablo se pokazalo kao neefikasno). Me-
�utim, ovde je kǉuqna razlika upravo tâ xto hiperpravougaonici iz upita
ne mogu da se prika�u kao unija nekih segmenata koji se pojavǉuju u stablu,
qime je daleko pove�an broj obi�enih qvorova. Dokazuje se da je vremenska
slo�enost ovog upita data sa Θ

(
n1−

1
k

)
, gde je n broj taqaka, a k broj dimen-

zija. U sluqaju 2d podataka je req o Θ
(√
n
)
, ali je ovde kletva dimenzional-

nosti izuzetno izra�ena (qak i kada zaboravimo da Θ krije konstantu).

Dakle, kd stabla nisu pogodna za intervalne upite. Za ove, a i mnoge druge,
od koristi je primena R stabala (koja u ve�ini varijanti nisu binarna).

5.4 Primene

Najqex�e primene kd stabala se zasnivaju na NN upitu. U skladu sa tim se
javǉaju kao predlo�eno rexeǌe u velikom broju problema u kojima se tra�e
nekakve heuristike — neka NN sparivaǌa se prirodno name�u u praksi. Raz-
motri�emo iterative closest point (ICP) heuristiku, primenǉivu u razliqitim
problemima, kao i veoma aktuelan ray tracing problem.

Slika 35: Koja izometrija slika prvi reǉef u drugi? (izvor: rad sa
Stenforda, efixn verijenc)

Pretpostavimo da su nam data neka dva skupa taqaka (u 2d, 3d ili nekom
drugom prostoru), A i B, koji su na neki naqin korelisani: to su dva skupa
jednake kardinalnosti, svaka taqka iz prvog skupa odgovara taqno jednoj
taqki iz drugog i obratno. Za skup taqaka se koristi naziv point cloud .
Dakle, postoji neka transformacija (tra�imo bijekciju) koja preslikava A u
B — ova operacija se zove point cloud stitch. Posmatrajmo malo konkretnije:
req je o nekim istaknutim taqkama u prostoru u dva razliqita vremenska
trenutka koje je posmatraq uoqio, pri qemu se on u me�uvremenu kre�e. Tada
je neophodno odrediti onu rigidnu transformaciju (direktnu izometrijsku
transformaciju) koja xto boǉe preslikava prvi skup u drugi. Ovde �emo
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taqke prikazivati u narednom obliku: pored standardnih koordinata �emo
dodati jox jednu «pomo�nu» koja je uvek jednaka jednici. U sluqaju 2d pros-
tora pixemo taqke u obliku

(
x y 1

)T , a u sluqaju 3d koristimo kvaternion-
ski13 zapis:

(
x y z 1

)T .
ICP je heuristika koja se koristi da bi se ta transformacija τ pronaxla

i podse�a na poznate iterativne numeriqke metode za rexavaǌe jednaqina
(kako onih oblika f (x) = 0, gde je f poznata realna funkcija, tako i matriq-
nih, diferencijalnih, sistema diferencijalnih. . . ). Na trenutak ostavimo
po strani qiǌenicu da se tra�i bijekcija, ve� za svaku taqku iz A tra�imo
onu iz B u koju �elimo da se preslika. Za ovo �emo koristiti ǌoj najbli�u
taqku14 iz B (obiqno se koristi standardna Euklidska metrika) — ovo je
korak koji se efikasno obavi primenom kd stabala i vremenska slo�enost
ovog koraka je Θ (n log n). Opravdajmo ovaj izbor: ukoliko smo ve� odredili
tra�enu transformaciju, tada dolazi do maǌe-vixe poklapaǌa svih taqaka
iz τ (A) i B. Najpre definixemo neke kriterijume konvergencije (npr. da je
proseqno rastojaǌe izme�u uparenih taqaka dovoǉno malo). Ukoliko radimo
u 3d prostoru, transformaciji τ pridru�ujemo matricu koja ima slede�i
oblik:

I =


R11 R12 R13 Tx
R21 R22 R23 Ty
R31 R32 R33 Tz
0 0 0 1

.

Slika 36: Uzima se najbli�a taqka iz drugog point cloud-a

Primetimo da matrica ove transformacije (pomno�ena sa kvaternionom
daje kvaternion) sadr�i dve podmatrice: T i R. Podmatrica T odgovara
translaciji za vektor

(
Tx Ty Tz

)T . Podmatrica R odgovara nekoj rotaciji
u Euklidskom prostoru i dobije se kao proizvod neke tri matrice rotacije
oko razliqitih osa, odnosno:

R =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 ·
cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

 ·
1 0 0

0 cosω − sinω
0 sinω cosω

.
Va�no je napomenuti da τ , kojoj pridru�ujemo I, predstavǉa transforma-

ciju koja se sastoji od kompozicija jedne translacije i jedne rotacije, pri
qemu se prvo primeǌuje rotacija, pa onda translacija. Ovako mo�e da se
predstavi svaka rigidna transformacija.

Nakon xto se upare taqke, neophodno je oceniti matricu koja vrxi pret-
postavǉeno preslikavaǌe. Za kriterijum najboǉe ocene mo�e da se koristi

13Kvaternioni su proxireǌe skupa kompleksnih brojeva. Mogu da se zapixu u obliku ure-
�ene qetvorke (a, b, c, d) ili u algebarskom obliku a + bi + cj + dk, pri qemu i2 = j2 = k2 = −1,
a pravila sabiraǌa i mno�eǌa podse�aju na pravila pri radu sa kompleksnim brojevima.

14Ovo je point to point varijanta, postoji i point to plane pristup koji je efikasniji.
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Slika 37: Za odre�ivaǌe najbli�e taqke koriste se kd stabla (izvor: [12])

metod najmaǌih kvadrata, ali se nekada, zbog potreba brzine, koriste br�i i
nexto neprecizniji kriterijumi. Pri radu sa 3d koordinatama je ovaj korak
nexto komplikovaniji, te se ne�emo ǌime baviti. U svakom sluqaju, tako se
dobije neka oceǌena transformacija τ1 sa matricom I1. Ukoliko je zadovoǉen
kriterijum konvergencije, tada je τ = τ1. U suprotnom, ponovo se grupixu
taqke koriste�i isti kriterijum (sada je najbli�a taqka mo�da neka druga!)
i dobije se transformacija τ2, pa se postupak mo�da opet ponovi i dobije se
τ3, τ4, . . . , τn i tu se dostigne konvergencija. Tada je τ = τn ◦ . . . τ2 ◦ τ1, odnosno
I = In · . . . · I2 · I1. Ovo je kompletan opis ICP algoritma.

Postoji mogu�nost da ne do�e do konvergencije. Da bi se izbegla beskonaqna
petǉa, obiqno se postavi gorǌa granica za n (u besplatno dostupnoj i obimnoj
PCL biblioteci je default vrednost jednaka 50). Nekada se, doduxe, javi pro-
blem tako xto algoritam ne konvergira rexeǌu, ve� tek nekom lokalnom mi-
nimumu (funkcije odstupaǌa). Praktiqne primene ovog postupka se uoqavaju
u problemima koji se tiqu lokalizacije posmatraqa (npr. robota) ili mapi-
raǌu prostora (mo�e i oba: simultaneous localization and mapping (SLAM)).
Za ove potrebe se koriste specijalizovani senzori koji proceǌuju udaǉenosti
objekata, prave «dubinske slike» (grayscale slika na kojoj intenzitet sive
odre�uje udaǉenost), nakon qega se uoqe odgovaraju�e znaqajne taqke u pros-
toru. ICP heuristika se koristi i u nekim drugim situacijama koje zahtevaju
pore�eǌe dva point cloud-a (problemi klasifikacije i prepoznavaǌa).

Slika 38: Slika u boji i ǌena dubinska varijanta (izvor: [13])
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Ray tracing (pra�eǌe zraka) je algoritam koji se javǉa u raqunarskoj
grafici i primenǉiv je uglavnom ukoliko se radi o sistemu koji ne zahteva
preveliku brzinu ili nije interaktivan (real time sistemi, poput raqunarskih
igara, uglavnom ne koriste ovako detaǉne efekte). Req je o problemu gene-
risaǌa realistiqnog prikaza polaze�i od 3d modela, taqke u kojoj se nalazi
posmatraq i izvora svetlosti — kǉuqni problem se tiqe efekata geometrij-
ske optike poput senki, odbijaǌa (refleksije) i prelamaǌa (refrakcije) svet-
losti.

Slika 39: Jedna generisana slika (izvor: [10])

Ne�emo ulaziti u detaǉe ovog algoritma, ali �emo se osvrnuti na deo u
kom se posmatra «prvi presek» jednog zraka (matematiqki modelovanog kao
poluprava) sa objektima koji se nalaze na sceni. U ovakvim situacijama se
koristi surface area heuristika (SAH) i zahteva korix�eǌe nekakve efikasne
strukture podataka za analizu. Danas tu ulogu sve qex�e imaju bax kd sta-
bla jer imaju asimptotski optimalno Θ (n log n) vreme, pri qemu je n broj
trouglova na koje je prostor podeǉen primenom triangulacije objekata.
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6 Zakǉuqak

Obra�ena stabla nisu jedina, a mogu�e su i ǌihove razliqite varijante, uop-
xteǌa, kombinacije. ǋihove primene rastu razvojem tr�ixnih zahteva koji
se tiqu prostornih podataka (posebno u mobilnim tehnologijama) i raqu-
narskoj grafici.

Zbog svrhe i predvi�enog obima ovog maturskog rada, nisu obra�ena nare-
dna stabla (qesto iz razloga xto nisu binarna): intervalno, quadtree, oc-
tree, M-tree, R. . . Na nekim mestima su samo pomenuta neka od mnogobrojnih
uopxteǌa i hibrida. Ipak, trudio sam se da pru�im koliko-toliko kompletan
uvod u neke osnovne pojmove i sredstva koja se smatraju nu�nim u pomenutim
oblastima: sve pomenuto je uglavnom osnova koja potiqe iz sedamdesetih i os-
amdesetih godina dvadesetog veka. Ne zna se kakva budu�nost predstoji struk-
turama podataka sa geometrijskim primenama: veliki je broj operacija za koje
nije na�eno asimptotski optimalno rexeǌe. Po mom mixǉeǌu, trenutno pos-
toji nekakva stagnacija u teorijskom svetu i pitaǌe je kada �e se pojaviti
nova struktura.

Segmentno i Fenvikovo stablo, kao i ideje iza ǌih (naroqito «bele�eǌe
podataka za prethodnih 2k»), imaju sve uqestalija pojavǉivaǌa na doma�im
i me�unarodnim takmiqeǌima u programiraǌu (me�u ǌima i Me�unarodna
informatiqka olimpijada — IOI). Re�i da me je veliki broj «caka» u vezi
sa ǌima i naveo da napixem ovaj maturski rad nije toliko daleko od istine.

Ne mo�e se pore�i da su primene sve prisutnije u zahtevima korisnika.
Zato ovu temu smatram jednom od najznaqajnijih pri razmatraǌu primena
algoritama i struktura podataka.

�eleo bih da se zahvalim svima koji su mi omogu�ili da ovaj rad bude
napisan. Najpre bih izdvojio svoju mentorku, profesorku Jelenu Ha
i-Pu-
ri�, zbog korisnih saveta o tome koje teme rad treba da pokrije, kao i naqin
na koji treba da bude napisan. Zahvaǉujem se i svim profesorima infor-
matiqkih predmeta koji su mi predavali u Matematiqkoj gimnaziji na in-
spiraciji i podrxci: Nevenki Spalevi�, Branislavi Bajkovi�-Lazare-
vi�, a posebno bih istakao i svog razrednog starexinu Mijodraga �u-
rixi�a. Veliki je i znaqaj prof. dr Dragana Uroxevi�a, na qijim qaso-
vima dodatne nastave (u okviru priprema za uqeniqka takmiqeǌa) sam se
prvi put upoznao sa nekim od ovih binarnih stabala. Na kraju, tu je i veliki
uticaj IS Petnica, gde sam se, u okviru seminara primeǌene fizike i elek-
tronike, susreo sa vrlo interesantnim primenama nekih od ovih struktura
podataka.
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